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1 Integrais Improprias

b
Na definicdo das integrais definidas J. f(x)dx, foi assumido que o intervalo de

integracdo de a até b era finito. Além disso, era necessario que a imagem do integrando fosse
finita neste dominio. Em outras palavras, a fun¢do f era definida em todos os pontos do
intervalo limitado [a,b] e f ndo tinha descontinuidades infinitas neste intervalo.

Agora estenderemos o conceito de integral definida para os casos onde o intervalo de
integracdo ¢ infinito e também para os casos onde a func¢do f tem descontinuidades infinitas
em [a,b].

Primeiramente, para motivar uma definicdo razoavel para integrais com limites
infinitos de integracdo, considere o problema de calcular a area da superficie situada abaixo

. < 1 . . . .
da curva que representa o grafico da fungéo de regra y =—-, acima do eixo das abscissas ¢ 4
X

direita da reta x = 1 (perceba que esta regido se estende infinitamente a medida que os valores
de x crescem). Normalmente a intuigdo nos leva a imaginar erroneamente que a referida area
¢ infinita, pois estamos acostumados a raciocinar sobre dimensdes finitas. Desta forma, vamos
num primeiro momento, calcular a area hachurada na primeira das figuras abaixo, isto ¢, a

2
area dada pela integral J-12d_)2c = {_ l} = {_% - (_ %ﬂ = % )
X X 1

y

Analogamente, se quisermos calcular a area at¢ a reta x=3, obtemos

s )

Da mesma forma, se a regido cuja area que esta sendo calculada estiver limitada a
esquerda pela reta x=1 e a direita pela reta x=4, podemos obter:

L)

Prosseguindo desta forma, percebemos que se limitarmos a referida area pela reta
x =t, ¢ aumentarmos cada vez mais o valor de ¢, isto é, fazendo ¢ — o0, a area da regido em
questdo se aproxima cada vez mais de 1. No entanto, dependendo da fungdo que limita
superiormente a area que estamos calculando o resultado podera ser diferente. Por exemplo,
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o ~ 1 1 .
se neste mesmo caso substituirmos a fun¢ao de regra y = — pela regra y =—, areferida area
X x

seria infinita.

Usando esta discussdo como guia, serd possivel definirmos precisamente o significado
de integral impropria onde o limite de integracao ¢ infinito.

Mas antes disto, vamos apresentar uma outra questdo para motivar ainda mais os
estudos das integrais improprias:

Pergunta: E possivel de se pintar um muro de 4rea infinita com o conteudo de uma
lata de tinta de volume finito?

Antes de responder a esta pergunta, considere o seguinte problema: Calcular a area da
. . , ~ 1
superficie situada abaixo da curva que representa o grafico da fungdo de regra y = f (x)= =,
X

acima do eixo das abscissas ¢ a direita da reta x = 1, isto ¢, calcule a area da regido hachurada
da figura que segue (perceba que esta regido se estende infinitamente a medida que os valores
de x crescem).
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Sera mostrado, neste capitulo, que a referida area sera dada por uma integral chamada

. . . , +oo dx . e
de integral impropria e sera representada por jl —=+00. Assim, a referida area ¢é infinita.
X

Agora imagine que a regido hachurada do problema anterior gira em torno do eixo das
abscissas. Neste caso, sera gerado o solido de revolugdo apresentado na figura seguinte. Este
solido recebe 0 nome de “Corneta de Gabriel”. Qual seria entdo o volume deste solido?

Depois de apresentadas as definigdes de integrais improprias, sera visto que o volume
deste solido pode ser dado também por uma integral impropria representada por

LMn d—)zc = . Isto significa que o volume solicitado é igual a 7 unidades de volume.
X
Desta forma, o volume de um so6lido de revolugéo, gerado por uma superficie de area
infinita pode ter um volume finito.
Retornando para a questdo inicial, foi sugerido que se alguém pudesse saturar o
interior deste solido com tinta e permitir que esta fosse filtrada para a superficie, entdo
poderia pintar uma superficie infinita com uma quantidade de tinta finita! O que vocé acha?

1.1 Limites infinitos de integracdo

Seja fuma funcdo definida e continua para todo x tal que a <x < b. Entdo

[ foyax = lim | b F(x)dx 01)

Se este limite existe (como um numero real).
Pode-se dizer ainda que, caso exista o limite, a integral impropria converge e, caso
ndo exista, a integral imprépria diverge.
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De forma analoga sdo definidas as outras integrais improprias com limites infinitos:

[" f()dv= tim | b F(x)dx (02)

Se este limite existe (como um numero real).

Novamente, dizemos que, caso exista este limite, a integral impropria converge e,
caso ndo exista, a integral imprépria diverge.

Finalmente, se os dois limites de integracdo sdo infinitos temos:

[ f: S ()= _Cw S @)+ c+°° f@)dx= lim [ @)+ lim [ b £ (x)dx (03)

Se estes limites existirem (como niimeros reais).

Neste caso, dizemos que integral impropria converge se ambos os limites existirem e
que, a integral impropria diverge, se qualquer um dos limites ndo existir.

Em todos estes casos, quando dizemos que um limite existe, estamos assumindo que o
mesmo tem como resultado um nimero real.

Exemplos

dx
1+x*°

1. Calcular jom

Resolucao:

Resposta:
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+o0  dx

—0] 4 x?2

2. Calcular I

Resolucio:

Resposta: yis

3. Calcule a integral e o limite dos itens seguintes:

a) J.dex eb) lim J.r xdx
= r—+oo¥ I
a)
Resolucio:

Resposta:  diverge
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b)
Resolucio:

Resposta: 0
Desta forma, este exemplo ilustra o porqué de ndo podemos utilizar o limite em (b) para
definir a integral impropria em (a).

. . .. +oo (fx .
4. Discutir os valores de o para os quais a integral L — converge ou diverge.

X
Resolucio:

Resposta: DIVERGE

5. Verifique os resultados das seguintes integrais do exemplo citado no comego deste
capitulo, onde se propde que um muro de area infinita seja pintado com o conteido de

: b\, pted. +o dx
uma lata de tinta de volume finito, isto ¢é: I — =+ eque L n—=7.
X X

Resolucio:

Resposta: +00 € T, respectivamente.

1.1.1 Testes de Comparacgdio

Muitas vezes ndao podemos resolver uma integral impropria diretamente, entdo
tentamos primeiramente determinar se ela ¢ convergente ou divergente. Caso ela seja

convergente, podemos utilizar métodos numéricos para resolvé-la de forma aproximada. Para

auxiliar nesta tarefa de decidir se a integral converge ou diverge alguns teoremas podem ser
utilizados:
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Teorema
Se, Vx>a, 0<f(x)<g(x) e se _'.+OO g(x)dx converge, entdo _'.+OO f(x)dx também

+00 +00
converge e J. f (x)deJ. g(x)dx.

A prova deste teorema esta sendo omitida, no entanto, a figura que segue o faz parecer
plausivel.

Exemplo
A . +o  dx
6. Estudar a convergéncia da integral j -
L x“(1+eY)
Resolucao:
Resposta: CONVERGE
Teorema

Se, V x>a, 0<p(x)< f(x) ¢ se J.M(o(x)dx diverge, entdo _‘.+OO f(x)dx também

diverge.
Exemplo

gtad) +31) dx.

Ve

. . +
7. Estudar a convergéncia da integral J.l

Resolucao:
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Resposta: DIVERGE

Teorema

Se [ [/ (0ldx converge, entdo [ (x)dx também CONVERGE.

Observacao
Diz-se que a ltima integral ¢ absolutamente convergente.

Exemplo
A . +o0 Sin
8. Estudar a convergéncia da integral Il S—3xdx.
X
Resolucio:

Resposta: CONVERGE

1.2 Integrandos com descontinuidades infinitas
Defini¢ao
Se a fungdo f € continua no intervalo |a,b], entdo
b . b
j f(x)dx = lim j f(x)dx (04)
a 0" Y ate
se este limite existir (como um nimero real).
Defini¢ao

Se a fungdo f € continua no intervalo [a,b[, entdo

b . b—¢
j ,J ()dx = lim j [ (x)dx (05)

se este limite existir (como um nimero real).
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Defini¢ao

Se a fungdo f ¢ continua no intervalo [a,b] exceto em ¢ tal que a <c < b, entdo

b c— b
[ Feodx = 1im | * f(x)dx+ lim [0 rxax (06)
a g>0"v4a 80" 7 c+d
se os limites existirem (como niimeros reais).

Exemplos

9. Calcular J.()zd—f
X

T

Resolucio:

Resposta: DIVERGE

10. j; dez

Ji-x?

—
b2 1
et
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Resolucao:

Resposta: 1

2 dx
O(x-1?*"

11. Calcular I

Resolucio:

Resposta: DIVERGE

ATENCAOQ: Muitas vezes pode parecer “tentador” aplicar o Teorema Fundamental do
Calculo diretamente a uma integral impropria, sem utilizar os limites apropriados. Para
ilustrar o que pode acontecer, vamos ignorar que a integral deste exemplo ¢ impropria:
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2

2

I d 5 ={— ! } =—1-(1)=-2 o que ¢ errado, pois como o integrando nunca &
O(x-1) x=1]g

negativo, o valor desta integral também nao poderia ser.

Outros Exemplos de Integrais Improprias

Calcular as seguintes integrais improprias:

12. J.Oﬂoe*xdx.

Resolucao:

Resposta: 1

N .
0 g2 4x2
Resolucao:

Resposta: —

14. J.Omxsin xdx .

Resolucio:

Resposta: DIVERGE
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5. j””\/_

Resolucio:
Resposta: DIVERGE

1o [
242x+2
Resolug:ao:

Resposta: yis

17. jlﬂ

0%/;'

Resolucio:

Resposta:

18. jldx

Resolucio:

Resposta: DIVERGE
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19. [ 7 e sin(px)dx.

Resolucio:
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b
a’ +b?

Resposta:

1.3 Algumas aplicagoes das integrais improprias

1.3.1 Cadlculo do comprimento de uma circunferéncia

Deduzir a formula C=2-7-r para o calculo do comprimento da circunferéncia de um
circulo de raio 7.
Para simplificar os calculos vamos admitir que o circulo tem o centro na origem e raio

r, assim, sua equagio serd x> + y? = 2. Iremos considerar o comprimento do arco que estd no
primeiro quadrante e depois multiplicar o resultado por 4, obtendo o comprimento total da
circunferéncia.

Como o semicirculo superior ¢ dado por y=+/r? —x* , temos que o comprimento de
curva procurado sera dado por:
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2
r dy 2 _ r X _ r dx
C=4'J.0 1+(Ej dx—4~J.0 1+[——W} dx—4«r~joﬁ

Esta ultima integral ¢ impropria, pois existe uma descontinuidade infinita em x = r,
assim:

b
. b dx ) [ x b .
C=4.r-lim | ———=4-r- lim| arcsin| — =4.r-. lim | arcsin| — |—arcsin(0
b—r~ J.O /r2 _x2 b—)r'{ (}‘j} 0 : b—)r'{ (}”j ( )}

C=4.r-lim [arcsin(l)—arcsin(O)]=4‘r(%—Oj =2-zr.

b—r~

1.3.2 Aplicacoes em estatistica
As integrais improprias sdo amplamente utilizadas na teoria das probabilidades.

1 x—u 2
| = i
Por exemplo, a fun¢do cuja regra ¢ f (x):—ze 2\ @ J ¢ chamada de fungdo da
o2m
densidade de probabilidade normal, com média u e desvio padrdo o . O nimero u indica
onde a distribuicdo de probabilidades estd centralizada, enquanto que o pardmetro o indica a

dispersdo em torno da média.

Esta funcdo possui, entre outras, as seguintes caracteristicas:
a) a distribui¢do € simétrica em relagdo a x = u, pois f ¢ uma funcao par;
b) a fungdo f tem um ponto de maximo parax = u;
c) afuncdo f ¢ duplamente assintotica ao eixo das abscissas, ou seja, lim f(x)=0 e
X—>—00
lim f(x)=0;

X—>+00
d) a fun¢do admite dois pontos de inflexdo para x=u+to.

e) A drea sob a curva normal entre dois pontos ¢ a probabilidade de uma variavel
normalmente distribuida tomar um valor entre estes pontos.

Da teoria das probabilidades é mostrado que J.jw f(x)dx=1.

1.3.3 Aplicacoes em transformadas integrais
Sejam  f (t) e g(p,t), fungdes de wvariaveis ¢ e p, a integral impropria

J.;wf(t) g(p,t)dt = F(p) produz uma nova fungio da varidvel p, indicada por F(p) e
chamada de Transformada Integral de £(¢).
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Ha varios tipos de transformadas integrais, por exemplo as Transformadas de Laplace
e as Transformadas de Fourier, que s3o muito utilizadas para encontrar solu¢des de equagdes
diferenciais.

A fungdo g( p,t) ¢ chamada de ntlcleo da transformagdo. Por exemplo: Se

g(p,t)ze’p’ , entdo a transformada de f (t) ¢ chamada de Transformada de Laplace. Se

g(w,t)=e*™", a transformada de f (t) ¢ chamada de Transformada de Fourier de f (t)

A transformada de Laplace transforma uma equacgdo diferencial em uma equagdo
algébrica, facilitando a sua resolugao.

Estudos mais aprofundados das transformadas integrais, bem como das equagdes
diferenciais serdo efetuados em outras disciplinas mais especificas.

1.3.4 Func¢do Gama e Funcgdo Fatorial

Definida pelo matematico Leonard Euler, a funcdo Gama ¢ definida através da
seguinte integral impropria:

I'(n) =J.:xnflefxdx

I' ¢ uma fungdo convergente quando n >0. Por exemplo: Para n=1:

b0 0 b—ow| ¥ b—w b

b
Ty =[x e dx = “edx =tim [ e dx = lim| - | =Tim[1-—] = 1.
0 0 e

Este assunto sera estudado de forma mais detalhada em um capitulo posterior, onde

, : 1 \ :
sera mostrado, entre outras coisas, que F(E = e apresentada uma foérmula conhecida por
“Formula de Recorréncia”, que é:

I'(n+l)=nl(n)=n! (n=1,2,3,...).

Desta forma, a fungdo gama generaliza a funcdo fatorial, sendo possivel estender as
defini¢Ges destes para todo nimero real pertencente ao conjunto R — {0, -1, -2, ...}.

Além de aplicagdes na estatistica, a fungdo Gama também possibilita o calculo de
diversas integrais que seriam complicadas de serem resolvidas por métodos convencionais,
como por exemplo:

Jn

J.:)e*xzdx =

1.3.5 Integrais Improprias no Campo da Economia

Sdo muitas as aplicagdes das integrais improprias na economia. Por exemplo, suponha
que exista um fluxo continuo de receita para o qual o juro ¢ acumulado continuamente a taxa
de 100 i por cento e f (t) reais ¢ a receita por ano, em qualquer tempo de ¢ anos. Se a receita

continuar indefinidamente, o valor atual, V reais, de toda receita futura ¢ dado pela seguinte
integral impropria:

V= J'OM fleedr .
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1.4 Resolvendo integrais improprias com o uso do software
MAPLE

Na seqiiéncia apresentamos um exemplo do uso do MAPLE para resolver integrais
improprias:
x+3

Calcule a integral j;w—(—)dx
(x - 1)- x*+1

Inserimos os dados da seguinte forma:
>f=(x+3)/ ((x-1)*(x"2+1));

Na sequéncia utilize o comando de integragdo
>int(f, x=2..infinity);

O Software MAPLE fornece a resposta:

- % n+In(5)+arctan(2).

Para se obter o valor numérico desta expressdo, podemos utilizar o comando de calculo
evalf, especificando o nimero de digitos, da seguinte forma:

>evalf(“,0);

O simbolo (“) indica ao computador para calcular o valor da ultima expressdo da tela,

neste caso — % n+In(5)+ arctan(2). Assim, o valor fornecido ser4 1,14579.

1.5 Exercicios Propostos

Resolva os seguintes exercicios sobre integrais improprias:

20. Calcular J.:e’xdx

Resolucio:

Resposta: 1

21. Calcular J.(:Oxe’xdx

Resolucio:

Resposta: 1
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22. Calcular JHI d_)zc

o
Resolucao:

Resposta: 1

+o0  dx

23. Calcular j =
R

Resolucio:

Resposta: 27

dx

24. Calcular ji cosx

0 {sinx

Resolucio:

Resposta: 2



25. Calcular J.z dx
O V4—x?

Resolucio:

2 dx

26. Calcular j
x —

Resolucao:

27. Calcular Illd—f
—x

Resolucio:

28. Calcular j e dx

Resolucio:

0 x2 41 4x+9
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Resposta: —
Resposta: DIVERGE
Resposta: DIVERGE



29. Determine k para que se tenha J.

Resolucao:

+00

—00

Calculo II — (Lauro / Nunes) 1-20

T
Resposta: —
J5

N

Grafico da funcao
para k<0

J:M My

I Tx

Obs: [ eMar=1 = k<0

—00

Resposta: k=-4
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30. Utilize o teste da comparacdo para concluir se as integrais seguintes convergem ou
divergem:

o0 8in 2 x
a) j dx
1 x2

Resolucio:

Resposta: CONVERGE
dx

by [
)J.l sz—O,l

Resolucio:

Resposta: DIVERGE
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2 Sistema de Coordenadas Polares e Integrais

2.1 Como as abelhas se comunicam?

Lionel S. Gongalves-FFCLRP-USP-Ribeirdo Preto-SP

As abelhas sdo insetos que pertencem a ordem dos Himenoptera, tendo surgido na face
da terra ha mais de 50 milhdes de anos (Figura a seguir) e sempre presentes em civilizagdes
antigas como dos gregos e egipcios, ha mais de cinco séculos (Figura seguinte). Existem
abelhas solitarias, semi-sociais e sociais, sendo a comunicagdo o principal fator que as
distingue quanto a sua sociabilidade. A comunicacdo entre elas ¢ tanto mais elaborada e
complexa quanto mais evoluido e social for seu grupo. As abelhas sem ferrdo (Meliponas) ¢
as abelhas do mel, ou Apis mellifera sdo as mais evoluidas.

IMPORTANCIA DA ABELHA

- PARA O HOMEM
: reprp e pu NI
s —
£
- ™~ corbicula, |
.&E.-'er.'.r.'«:-:'f;;_rs em Ambar 4 Fossil ..b‘n'-? abelha Pinfoed: ho imiile de Peblis Pintura em énfora,
50 milhées de anos 25 mithGes de anos :m Theben - Egite (600 a.C) na Grécia (540 a.C)

A comunicagdo ¢ a troca ou transferéncia de mensagens ou informagdes entre dois ou
mais seres vivos. Para que isso ocorra ha a necessidade de um codigo prévio de sinais ou
informagdes que constituirdo a base da linguagem a ser usada na comunicagdo. Esses sinais
podem ser fisicos, quimicos, biolégicos ou uma combina¢ao deles apresentados na forma de
reagdes do organismo, movimentos, producdo de substancias (feromonios) etc. A
comunica¢do pode apresentar tal complexidade que o proprio ser humano muitas vezes ¢é
incapaz de interpretar o significado de certos sinais usados na linguagem dos animais.

Entre os diversos aspectos da vida dos animais talvez a comunicagdo seja o que mais
fascina os cientistas. Neste aspecto destacamos o pesquisador austriaco Karl von Frisch, que
apos 50 anos de estudos sobre comunicagdo das abelhas, recebeu o Prémio Nobel de Medicina
e Fisiologia em 1973, pelas suas descobertas. A comunicacdo entre as abelhas pode ser
através de sinais quimicos ou cheiros, sons ou ruidos e dancas ou movimentos ritmicos os
quais sdo usados para comunicarem a localiza¢do de alimentos, agua, locais de nidificag@o,
presenga de inimigos, atragdo sexual, agregacdo, abandono do ninho etc. Portanto, as abelhas
apresentam linguagem que lhes permitem ndo apenas se comunicarem entre si como também
lhes garantem a sobrevivéncia da espécie.

As Apis mellifera ou abelhas de mel ou abelhas Europa sdao dotadas de um sistema de
comunica¢do dos mais complexos e precisos entre os animais. Em 1788 o reverendo Ernst
Spitzner ja havia relatado a existéncia de movimentos especiais (dancas) de algumas abelhas
no favo, porém desconhecia o significado dessas dancas. A explicacdo do significado da
danca das abelhas deu-se somente a partir de 1920, em Luz am See, na Austria, por Karl von
Frisch, que demonstrou, experimentalmente, que as abelhas campeiras, apds localizarem uma
fonte de alimento, retornam para casa (colmeia) e informam as companheiras, com grande
precisdo, onde se encontra a fonte de alimento. Estas informacgdes sdo transmitidas por
intermédio de dangas especiais (Figura a seguir) que indicam a direcdo e a distancia onde se
encontra a fonte de alimento (von Frisch, 1953).
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60°

Colméia

Danga do
requebrado

Existem trés tipos de dangas: “danca em circulo”, “danca em foice” e “danga do
requebrado” (Figura seguinte) (von Frisch & Lindauer, 1956). Segundo esses mesmos autores
existem inclusive dialetos na comunica¢do das abelhas. Quando a fonte de alimento se
encontra a pequenas distancias da colméia ¢ executada a danca em circulo. Quando a fonte se
encontra a grandes distancias ¢ executada a danga do requebrado, ¢ a distancias intermediarias
¢ executada a danca em foice. A abelha utiliza o sol como sua bussola, sendo extremamente
importante sua localizagdo para que seja informado o local da fonte de alimento (&rvore com
flores). As abelhas enxergam o sol mesmo através das nuvens (raios ultravioletas). No
entanto, nao necessitam ver o sol enquanto dan¢am, podendo executar as dangas mesmo no
escuro, no interior da colméia. Por outro lado, as abelhas sdo capazes de se orientar mesmo
apos o por do sol. Na “danca do requebrado” a abelha, apds chegar da fonte de alimento,
procura se comunicar com as companheiras no favo, inicialmente oferecendo alimento
(trofalaxis) e a seguir executa movimentos ritmicos do abdomen. A dire¢do em que a danga ¢é
feita no favo, em relagdo ao fio de prumo, fornece um angulo que corresponde exatamente ao
angulo formado entre a fonte de alimento (4rvore com flor), posi¢do do sol e colméia. A
medida que o sol se movimenta a abelha corrige o angulo correspondente. As abelhas
operarias que assistem a danga, ao sairem da colméia, localizam a fonte de alimento, tomando
por base o angulo informado na danga. Se o angulo ¢ de 45 graus a direita do fio de prumo, se
orientam com angulo de 45 graus a direita do sol para localizar o alimento. A distancia ¢
informada pelo som produzido pelas vibragdes do abdomen. Ao se aproximarem da flor elas
usam as células sensoriais (sensillas) localizadas nas suas antenas que captam os sinais
quimicos ou cheiros. Os olhos compostos (omatideos) ¢ olhos simples (ocelos) auxiliam na
localizagdo exata da fonte de alimento.

Circulo Foice Requebrado

Gongalves (1969) comprovou experimentalmente que as abelhas Apis mellifera usam
tanto o cheiro (67%) como a danga (33%) para se comunicar. As abelhas sem ferrdo nao
realizam dangas, comunicando-se por sinais sonoros ¢ sinais quimicos (trilhas de cheiros)
(Kerr, 1960; Kerr & Esch, 1965 e Lindauer & Kerr, 1960). As mamangavas (Bombus) ndo
produzem sons nem dangas, sendo as abelhas mais primitivas quanto a comunicagao.
Portanto, gragas ao complexo sistema de 6rgdos sensoriais (antenas, olhos) e das dangas, as
abelhas Apis mellifera apresentam um dos mais perfeitos sistemas de comunicag¢do entre os
animais. A vida das abelhas ¢ tdo fascinante que desde o inicio da civilizagdo elas estavam
presentes entre os povos de cultura, sendo consideradas pelos gregos e egipcios, ha mais de
500 anos antes de Cristo, como o “Simbolo do bem estar”. Mesmo hoje em qualquer parte do
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mundo, sdo encontrados estudiosos que procuram entender cada vez mais o maravilhoso
mundo organizado desses importantes insetos que tantos beneficios trazem ao homem.

2.2 Coordenadas Polares

O sistema de coordenadas mais utilizado é o cartesiano. Porém, existem outros
sistemas de coordenadas que podem ser usados. Um deles que pode ser comparado em
importancia ao sistema de coordenadas cartesianas ¢ o sistema de coordenadas polares.

No sistema de coordenadas polares no plano, as coordenadas consistem de uma
distancia e da medida de um angulo em relagdo a um ponto fixo e a um raio fixo (semi-eixo).

O ponto fixo ¢ chamado pélo (origem) representado pela letra “O”. O raio fixo ¢
chamado de eixo polar (reta polar) representado por “Ox”.

A cada ponto P do plano, sdo associadas suas coordenadas polares (p,0) que consistem

em:
p = Distancia do pdlo O ao ponto P.
0 = Angulo entre o eixo polar e a reta OP .
oP
///
p////
0 ;
0 X
Exemplos

1. Represente no plano os pontos (p,0) onde:

A(1,0), B(-1,0), C(Z,Ej, D(—I,EJ, E(Z,Ej, F(3,5—“j e G(— 3,8—“)
4 4 3 6 3

Resolucio:

ST
6 "6
b 0,
2m
n L
6 6

Resposta:
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2. Represente no plano os pontos (p,0) onde:

|
A=y, Boany. 2.7, [ =2 237 B -2, F =321 e 6 2227,
2 4 2 4 6 6 4
Resolucio:
3z Y
% { T
+
0,
T 2T
. S - ) .
- n 6
4 4

Resposta:

2.2.1 Relagoes entre Coordenadas Cartesianas e Polares

Para a representacdo do mesmo ponto em coordenadas cartesianas e coordenadas
polares vamos tomar o ponto O como origem dos dois sistemas. Tome também o eixo polar
coincidindo com o eixo “Ox”. Se P ndo coincidir com o p6lo (origem), temos:

A

7] P

0 X

p=Ax"+)’
X
{xzpcose - Cos 0 = ——=
. x°+
y=psinb 7 Gzarctan(lj

y X

sin 0 = —=——
JxX*+y?

(p,0) € o ponto em coordenadas polares.
(x,y) € oponto em coordenadas cartesianas.
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Defini¢ao
Uma funcdo em coordenadas polares ¢ uma relagdo que associa a cada angulo 6
(medido em radianos) um unico real p (que pode ser negativo). Representa-se por:

p=s(0)
Existem alguns casos especiais de fungdes em coordenadas polares que serdo tratados
a seguir.

2.2.2 Caso Geral da Espiral de Arquimedes
p=a0(V a#0; aeR)

3. Construir o grafico da fungdo:
p=0,para0 <0< 2m.

T | W |2m Sn|3n | 7=n
0| —| = |— — | = |—2
0 4023|424 |"
T | m| 2% Sn | 3n | T=n
0 — — - _ | —
P 2 23" a2 4|
Pl 01]08/1,6[21]3,1/39(4,7[55]|6,3
Resolucio:
# "
2 | 75
T
0,
T o
7/TC N AN L - / m_c
6 - N g 6
4 4

Resposta:

2.2.3 Constante
p = R (constante) ¢ um circulo de raio R.

v




Calculo II — (Lauro / Nunes) 2-6
2.2.4 Caso Geral da Cardioide

O grafico de qualquer uma das equagdes polares seguintes, com a=#0, ¢ uma
CARDIOIDE:

p=a(l+cosO)
p=a(l-cos0)

p=a(l+sin0)

p=a(l-sinB)
4. Construir o grafico da fungéo:
p=2+2cos 0 (cardidide).
Resolucio:
yis i n | 2n| 3¢ Sn
6|0 — — == = | — —
6 | 4 |3|2/3| 4|6 |"
p
P
33 3
0,
T 2
in Ln
6 6

Resposta:

2.2.5 Caso Geral do Caracol

Se a e b ndo sdo nulos, entdo os graficos das equagdes polares seguintes sdo
CARACOIS.

p=a+bcosH,

p=a+bsin0.
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5. Construir o grafico da fungdo:
p=2+4cos 6 (caracol).

Resolucao:
T T T | 2% 3n 5m
6|0 — — - == — —
6 4 |32 3] 4 6 | "
p
p
53 %
o,
T 2
n iz
6

Resposta:

2.2.6 Caso Geral da Rosacea

Qualquer uma das equagdes abaixo representa uma rosacea, considerando as
condigdes seguintes:
Va#0;, aeRe
Vn>l,neN

p =asinn0

p =acosnd
O grafico consiste em um certo nimero de lagos pela origem.
e Se n épar, hda2n lagos;
e Se n ¢ impar, ha n lacos.
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6. Construir os graficos das rosaceas nos itens a) e b).
Rosaceas de quatro pétalas (folhas):

a) p=3sin20
Resolucio:
o i T | 27 3n 5w
060 — — — | = | = | — —
6 4 3|23 4 6 | "
p
5
33 %
0,
T 2
in Ln
6 6
g
4
Resposta:
b) p=3cos 26
Resolucio:
o i n | 21 | 3¢n 5w
060 — — — | = | = | — —
6 s | 32|34 6 | T
p
33 3
0,
T o
in Ln
6 6

Resposta:

2-8
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7. Se considerarmos o quadrado do primeiro termo na rosacea seguinte, temos:

p2 =4cos 20 (Lemniscata de Bernoulli).
Dicas para fazer o grafico:

p=2+/c0s20

Tome Dp como o dominio de p tal que:

0<cos20 <1

Dp = {6€eR; —g +2nm <20 < g +2nm, comne’l}

Dp = {0eR; —% +nm <0< % +nm, comneZ}

Resolucao:
i yis T | | 2n | 3n Sn
0|0 — — — | = | = | — — T
6 4 3 2 3 4 6
p
500
5
|
0,
T o
n L
6 5 A 6
J —
4 4
4 5
3 37 3
Resposta:

2.3 Grdficos diversos em coordenadas polares

2.3.1 Equacdo do polo (origem)

p=0
TC
S S
ST ‘ T
6 \ ‘ / 6
|
0,
T 21{
By L
Fan 3 osm g
3 2 3

2.3.2 Equacgdo que passa pela origem

0 = r (r constante)

0=" ouo= "
6 6

T
S =

T
St 4

B

| /4 43
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2.3.3 Retas paralelas e perpendiculares ao eixo polar

a) p-send = b
. 3 .
p-sind =3 ou p=— p-sind =-3 ou p=——
sin 0 sin 0
T
2% 2 S 7 S
5 T 5 :

o'

b) p-cosb =a

p-cosO =3 oup=
cos0
21

SRS

o'

2.3.4 Algumas circunferéncias

a) p = r (constante)

o'

b) p =2a-cosd

p=4cosb = (a>0)
2n s -
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2b-sind

c)p

&
)}
Q
S
(]
o
=]
o
]
EE 2o 2
= S B ) 8
+l N N N
a1 + + .H/Z +
Il — — on
Il

p
27
p

mmagcons

a £ b-cosb ou p
a) Se b > a = a curva tem um lago

b) Se b < a = a curva ndo tem laco

235 L

p



ST
13
Y
5 R /S
Ty osp
32 3

2.3.6 Cardioides

Sdo limagons onde a = b.
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p =3 —2sinb

p=a(1+£cosb)oup=a(1=xsinb),ondea € R.

p =2(1 + cosB)
21 s s
3t = 2 3
s 4 S, A
|

2.3.7 Lemniscata de Bernoulli

p® = a*-cos(20), onde a € R.
p* = 4-cos(26)

3n 3 R
st 4 Y 4
s \ -} 2T
6 5m 7% 6

2.3.8 Espiral de Arquimedes

p=a-0,onde a>0.
p=0(0bs: 050 <4n)
n %

2n U
3n =3 2 3mn
5m 4 3. 4~ “4 T
6 7%
T
6 5m " 7% 6

2-12
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2.3.9 Rosdaceas

a-sin(n-0),ondea € Ren € N.

a-cos(n-0) ou p

p:
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2.4 Areas em Coordenadas Polares

Vamos iniciar determinando a drea em um setor circular e depois, desenvolver para
coordenadas polares.

2.4.1 Area de um Setor Circular

Area de um setor circular de raio » e abertura AO que sera calculada através de uma
regra de trés simples:

Area Total (47) = mp*
Area Setor (4s)=?

At-2m np2—2n
As— AB As— AO
2 2
45— TP AB _Pp AB
2n 2
ds= L a0
20

2.4.2 Areas em Coordenadas Polares (deducdo)

Seja fuma fungdo continua e ndo-negativa no intervalo fechado [o. , B]. Seja R uma
regido limitada pela curva cuja equagdo é p = f(0) e pelas retas 6 = a e 6 = . Entfo, a regido
R ¢ a que estd mostrada na figura seguinte.

Considere uma parti¢do A de [, B] definida por:
0=00<01<0<...<01<6,<0;11<...<0,01<0,=P.
Desta forma, definimos # subintervalos do tipo [0, , 0;],onde i=1,2, ..., n.

8 ae=e-00
(e

~ ” i e:a
A medida em radianos do angulo entre as retas 6 = 0,_; e 6 = 6, ¢ denotada por A0.
Tome &; como sendo um valor de 6 no i-ésimo subintervalo e considere f&;) o raio do

setor circular neste subintervalo, como mostra a figura seguinte.
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N AR
N

i//
- 9571

I
Raio do setor = f( &)
Como foi visto anteriormente, a area do setor ¢ dada por:

1 2
5[f<ai)] A0

Existe um setor circular para cada um dos n subintervalos. A soma das medidas das
areas ¢:

@ a0+ [P a0+ +2 ) FA0+. 1 Fa,0
Que pode ser escrita através da somatoria:

51

> lrefae

i=l

Tome A como a érea da regido R e seja ||A|| a norma da particdo A, isto &, ||A|| ¢o

maior valor de A;0. Entdo a area ¢ definida como:
o1
A= lim > [1E)] A0

=1
lal=>0 43

Este limite ¢ a seguinte integral definida:
B
A=[ L[r©@F o

Teorema
Se f écontinnae f(0)>0em[a, B],onde 0 <o <P <2m, entdo a area A da regido
delimitada pelos graficos de p=f(0), 6 = a ¢ 0 = é dada por:

4=4["[r@Fdo=1] pd0
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Exemplos

8. Calcule a 4rea da regido delimitada pela lemniscata de Bernoulli, de equagdo p°=4cos26 .
Resolucio:

5T
% T
0
T om
6 6

Resposta: A4 =4 u.a.
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9. Calcular a area da regido interna a rosacea p =asin 20.

Resolucio:
% R
1 >
T O>
27
6 6
7n
2
Ta
Resposta: A=—— u.a.

2
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10. Calcular a area da interse¢do das regides limitadas pelas curvas p=3 cos0 e p=1+cos0.

Resolucio:
T T n| n | 2n | 3% 5m
Tipo de curva 60 = = il A Beia A dad fadad
P 6 4 312134 6 | ™
Circunferéncia | 3cos® | P
Cardidide |1+cosO| P
2% &) ns
7 %
% (3
T O>
27
n lin
6 6
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Resposta: A :% u.a.

11. Calcule a area da regido limitada pela curva dada em coordenadas polares por p = tg0,

com0<0< g, pela reta x = 1 (coordenadas cartesianas) e pelo eixo polar.

Dica para a resoluciio: Considere A,(0) como sendo a area da regido composta pelo

triangulo OMP, dado na figura abaixo.

n/z p=tg0O Reta: x=1

Resolucao:

0%

-

-
-
A
-

L2~

p=tgﬁ9 |p senGE:

Op-cose M, TS
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Resposta: %u.a.

2.5 Volume de Solido Obtido pela Rotacdo de um Conjunto

Em coordenadas cartesianas ja foi estudado o volume a seguir:

V= TEJ.;Lf(x)]2 dx

yA

Vamos toma-lo como base e fazer o equivalente para coordenadas polares.

2.5.1 Volume em Coordenadas Polares
O volume do solido formado pela rotagdo da curva p = f(0), definida no intervalo
[a,B], pode ser dado através das fun¢des paramétricas:

= 0
{x pc?s ,coma <0 <P,
y=psind
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b B .
v =nJ.ay2dx =ch.up2 sin® Odx

mas,
dx=(p’cos O—psin0)do
entio:
v =TCJ. ﬁpz sin® 0 (p’ cos O—psin 0 ) do .
Exemplo

12. Calcular o volume do sélido formado pela rotagdo em torno do eixo polar, da cardidide de
equagdo p=2-(1 + cos9H).

Resolucio:

Resposta: V=—uv
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2.5.2 Formula do Volume Simplificada

Rotagdo em torno da reta cuja direg¢@o é dada por:
e 0=0(eixo Ox):

_2m B 5 .
V—?J.ap sin 6d0 .

_2m b,
V—?J.ap cos0do.

13. Refazer o exemplo anterior, p =2-(1 + cos0).
Resolucao:

Resposta: V :6477: u.v

2.6 Diferencial do Comprimento de Arco

Como foi feito para o volume, tomaremos como base as coordenadas cartesianas para
desenvolver o diferencial do comprimento de arco em coordenadas polares.

yA

4 dy

Ay
=]

dx

ol 7 "
(ds)* = (dx)*+(dy)* = ds =+/(dx)* +(dy)*
2 2 2
Em relagdo ay =f(x): = ds = (@j +(d—yj dx = ds = 1+(ﬂj dx
dx dx dx

2 2 2
Emrelacio ax=g(y): = ds = ax + & dy = ds =,[1+| — | dy
dy dy
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Mas o que queremos desenvolver ¢ para coordenadas polares:

~ ) dx ) dy ?
Em relagdo a p=£(0): = ds = B +| =1 do

do
{x =pcos®  _
Mas , entao:

y=psin6
@: dap cos O—psin0 e @: dap sin @ +pcos 0
do do do do
2 2
= ) _(dp cos? 0292 cos 0-psin 0 +p°sin’ O
do do do

Y (dpY d
) e sin29+2—psin9~pcos9+pzcos29
do do do

Somando I com II:

axY (dyY (dpY
= | & &) o[, ja que sin>O+cos>0=1.
do do do

2
ds=1/p2+(%j do ou ds=+/p* +(p')*do

Com este desenvolvimento, podemos calcular o comprimento de um arco e também a
area da superficie de so6lidos de revolugdo, tomando como base os estudos em coordenadas
cartesianas, adaptando para coordenadas polares.

Logo:

2.6.1 Comprimento de Arco

Se % for continua em [o,], entdo o comprimento da curva p = f(0),, com a <0 <3,

¢ dado por:

L=["as =["Jp? +(p)do

Como uma variacdo do comprimento de arco, vamos definir também a fungdo
comprimento de arco em coordenadas polares.

Defini¢ao
Tome a fungdo p = f(0), com o < 0 < 3 e seja s(0) a distdncia ao longo da curva

f(0) do ponto inicial Py(a , f{cr)) ao ponto P(O , f(0)). Entdo s ¢ uma fungdo, chamada
fun¢do comprimento de arco ¢ é dada por:

s©)=[ o +L/ O ar

A mudanga da variavel de integragdo para ¢ tem como objetivo ndo dar dois
significados para a variavel 0.
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2.7 Area da Superficie de Solidos de Revolucio

Uma superficie de revolugdo é formada quando uma curva ¢ girada ao redor de uma
reta. Tal superficie ¢ a fronteira lateral de um sélido de revolugao.

Queremos definir a area da superficie de revolucdo de tal maneira que ela corresponda
a nossa intuicdo. Podemos pensar em descascar uma camada externa muito fina do sélido de
revolucdo e torna-la plana de modo que possamos medir sua area. Ou, se a area da superficie
for 4, podemos pensar que para pintar a superficie seria necessario a mesma quantidade de
tinta que para pintar uma regido plana com area 4.

2.7.1 Deducgdo da Formula Cartesiana

Vamos tomar como superficie aproximadora do sé6lido de revolugao, faixas. Cada qual
formada pela rotacdo de um segmento de reta ao redor de um eixo. Para encontrar a area da
superficie cada uma dessas faixas pode ser considerada como uma por¢ao de um cone circular
(tronco de cone regular), como mostra a figura seguinte, com geratriz g € raios superior e
inferior r| e r, respectivamente, ¢ calculada pela subtragdo das areas laterais dos dois cones:

base b

A area lateral do tronco de cone ( 4, ) ¢ igual a area do trapézio de altura g, base menor

C,=2nr e base maior C,=2mr,.
A,=§(C1+C2) - A,:%(znrl+2nrz) — A, =ng(r,+7,)

+r

. ,q- . 4
Sendo r o raio médio da faixa (tronco de cone), temos: r = —= = 2r= r+r,

A,=ng(rn+r,) = A4,=ng(2r)
Logo:
A, =2nrg
Estendendo o conceito de area para superficie obtida pela rotagdo, em torno do eixo x,
do grafico de uma fungéo f, com derivada continua e fix) > 0 em [a , b].
Vamos considerar uma parti¢do A de [a , b] definida por:
A=X0<X] <X < ... <Xim] <X <Xig1 < ... <Xpo1 <Xp=b.
Desta forma, definimos » subintervalos do tipo [x;,-; , x;], onde i = 1, 2, ..., n com
larguras Ax;. Tome & como sendo o valor médio de x no i-ésimo subintervalo, ou seja,
X .+ X —_— ., ,
€ = # O segmento de reta P_ P, ¢ tangente ao grafico de f no ponto (&i, f (&i)), sendo
f'(&i)z tana, .
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Ao girar P, 1P ao redor do eixo x, o resultado é uma faixa (um tronco de cone) com
geratriz g :|PI._IPI.| e raio médio f(&,). Desta forma, a area da superficie é dada por:
A,=2mrg = A4,(E)=2n f(g,) [P P
sendo 4,(&,) a area lateral do tronco de cone, raio médio f (& )no subintervalo Ax;.

I

Entao

B.,B=

) |secoc | Ax; =1+ [f'(&i )]2 Ax;
|cosoc |

Substituindo P_,P. na area do tronco de cone, temos:

4,E)=2n (&) 1+ [ )F Ax,
Se Ax, for suficientemente pequeno, esta drea serd uma boa aproximagao para a area

da superficie gerada pela rotag@o da parte da funcdo limitada entre as retas x=x, ;, € x =x;.
Desta forma podemos tomar como aproxima¢do completa da area da superficie de
revolugdo o somatorio seguinte:
2 AiE)
i=1

Reconhecendo que a somatoria anterior ¢ uma soma de Riemann para a fungdo
A,(€;), continua em [a , b], tome Ax = maxAx, e teremos:

lim > 4,6 = im > 22 (e N1+ [ € )F &, = [ 2/ (el 1+ [ () e

Assim, definimos a area S da superficie obtida pela rotagdo do grafico de f'em torno

do eixo x por:
dy
S=2n 1+ dx
J.y (dxj

Se a curva ¢é descrita como x = g(y),comy € ], temos a formula equivalente:
b
s=2nf x 1+ dy
Considerando o diferencial do comprlmento de arco ( dado anteriormente, temos:

ds 1/14{2 dx ou ds—1
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Dai, temos a rotacdo em torno dos eixos:

e Eixo x:

S =2nj.:yds

e Eixo y:

S =2nj.:xds

2.7.2 Area da Superficie de Sélidos de Revolucio na Forma Polar
Tome a fungdo p = f(0), em coordenadas polares, com o < 0 < B, de tal forma que

dp . ,
—— seja continua em [0 o)
70 5 [o,B]

Para as coordenadas polares, faremos as adaptagodes feitas anteriormente.

- 0 2
Temos que: * pc?s e ds=,|p>+ do dd ou ds=+p> +(p')’do.
y=psin 0 do

Entao:
Rotagdo em torno da reta cuja direg¢o ¢ dada por:
e 0 =0 (eixo polar)

S= ZTEJ.fdeZ ZTEJ.aBpsin 04p> +(p')’do

L] e:

|

S= ZTcJ.Bxds= ZTcJ.chose p>+(p')do

Exemplos

14. Achar o comprimento total da cardidide de equacdo p = 1—cos©.

2 T T
3T =3 2 3mn
5/1:/43 74
6 ;
TC,
7
6 ! m 6
Fan am sm
3 2 3

Resolucio:
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Resposta: L =8u.c.

15. Considerando a mesma equagdo p = 1-cos0, calcular a area da superficie formada pela
rotagdo em torno do eixo polar.

Resolucio:

Resposta: S :32?75 u.a.
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2.8 Exercicios

16. Encontre a area da regido no plano limitada pela cardidide » = 2(1+cos0).

am M, T
53

ST

o\

Resolucao:

Resposta: A=67 u.a.
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17. Encontre a area dentro do lago menor do caracol » =2cos0+1.

o\

Resolucio:

Resposta: A= (n —ﬂ) u.a.
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18. Encontre a area da regido que esta dentro do circulo » =1 e fora da cardidide » =1-cos6.

21 T %
3t =3 2 3n
5/75/43 | e

/a o)

K

Resolucio:

Resposta: A= (2 - %)u.a.
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3 Integrais Eulerianas

3.1 Leonhard Euler

Matematico sui¢o, que viveu entre 1707 e 1783. Euler apresentou uma valiosa
contribuicdo para o uso da geometria das coordenadas no espago tridimensional. Este
apresentou equacdes gerais para trés classes de superficies (cilindros, cones, superficies de
revolucdo). Euler escreveu duas notas sobre o sistema de coordenadas polares tdo perfeitas e
sistematicas que por vezes da-se o nome de “sistema Euler”.

Ao nos referirmos a Leonhard Euler estamos falando do escritor de matematica mais
produtivo de todos os tempos. Com 886 trabalhos publicados, a maioria deles no final de sua
vida, quando ja estava completamente cego, Euler foi tdo importante ndo apenas para a
matematica, mas também a fisica, engenharia e astronomia. Para se ter uma idéia, a Academia
de Ciéncias de Sao Petersburgo continuou a publicar trabalhos novos de Euler por mais de 30
anos depois da sua morte.

Entre suas contribui¢des mais conhecidas na matematica moderna estdo: a introdugéo
da fungdo gama, a relagdo entre o calculo diferencial de Leibniz e o método das fluxdes de
Newton e a resolucdo de equagdes diferenciais com a utilizagdo do fator integrante.

Euler foi o primeiro a tratar seno e cosseno como fungdes. Devemos a ele as notagdes
f(x) para uma fungéo, e para a base do logaritmo natural, i para a raiz quadrada de —1, > para
a somatoria, d"y para derivadas de graus elevados, entre muitas outras.

Um acontecimento interessante: Euler foi um cristdo por toda a sua vida e
frequentemente lia a Biblia a sua familia. Uma histdria sobre sua religido durante sua estada
na Russia envolve o dito filésofo ateu Diderot. Diderot foi convidado a corte por Catarina,
mas tornou-se inconveniente ao tentar converter todos ao ateismo. Catarina pediu a Euler que
ajudasse, e Euler disse a Diderot, que era ignorante em matematica, que lhe daria uma prova
matematica da existéncia de Deus, se ele quisesse ouvir. Diderot disse que sim, e, conforme
conta De Morgan, Euler se aproximou de Diderot e disse, sério, em um tom de perfeita

.. a+bn . . .
convicgdo: “——— = x, portanto, Deus existe”. Diderot ficou sem resposta, ¢ a corte caiu na
n

gargalhada. Diderot voltou imediatamente a Franca.
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3.2 Fung¢dao Gama (I')

Definida pelo matematico Leonard Euler, a fungdo gama representada por I'(n), é
definida por:

I'(n)= J.: x"e ™ dx

I'(n) é uma funcdo convergente quando n > 0.
Demonstracao: Cole¢do Schaum (18: pag. 354)

Paran =1:
% o b 17 |
I'(1) =J.0 x' e dx =J. e “dx =lim| e “dx :lim{— —} :lim(l——j =1

0 b—o0d 0 b—w ex 0 bh—o eb

3.2.1 Formula de Recorréncia

I'n+1)=nl(n)

Esta expressao pode determinar I'(n) para todo n > 0. Em particular, se » ¢ um niimero
inteiro positivo, entdo:

I'(n+1)=nl'(n)=n! (n=1,2,3,..).
A fungdo gama generaliza a fungdo fatorial.

Desenvolvimento
C(n+1)= J.: X" e dx = J.: x"e “dx Integragdo por partes: Iudv =uy— I vdu .

-1
u=x"= du=nx"""dx

dv=edx =>v=—2c".

w b b b
I'(n+1) =J.0 x"e"dx =£im bx”e’xdx =lim | wudv = lim[uv1 —lim | vdu
0

—d 0 b—0d 0 b—0 b—0d 0
b

: b n—-1_—x
+11an.0x e dx

b

—>0

T(n +1) =lim{— x—}

b—w e
0

%/—J
-0

I'(n+1) =nj.:x”’le’xdx =nl'(n)

Entdo, por recorréncia:
rey=1-ray=1-1=1!
ra)=2r2)=2-1=2!
I'4)=3-13)=3-2-1=3!

1;(n +1)=nl'(n)=n-(n-1)-...-3:2-1 = n!
Logo:
I'(n+1)=nl'(n)=n!
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3.2.2 Func¢dao Gama para 0 <n<1
Para 0 <n < 1, obtém-se a relagdo dos complementos dada por:

L(n)T(1-n)=—
S nm
S L
2 2 2 sin 7
2
] )
Entao:
FGJ =/n
3V (34 (L) 2Ly N
o33 rla) 3
Exercicio

1. Com base no que ja foi dado, determine os valores de: F(%} , F(%} e F(%}

Resolucio:

3Wn 15Jn 1039570
Resposta: , e
4 8 64
3.2.3 Funcdao Gama para n<0
Da relacdo de recorréncia I'(n +1) = nl'(n), que toma I'(r) como defini¢do para n > 0,
podemos generalizar a fungdo gama para n <0, isolando I'(n):

[y L@ +D




Exercicio

2. Determine os valores de: F(— —j , F(— —j e

Resolucio:

3
2

3.2.4 Gridfico da Fun¢ido Gama
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4Wr  8Jn  128Vx

Resposta: ,
3 15 135135

f(n)=T(n) D(f)=R-1{0,-1,-2, ...}
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Observacao

A fungdo o esta definida para todo ne®R ¢ se anula nos pontos 0, —1, =2, ..., pois
['(n) ¢ infinita. Em outras palavras, a singularidade que a fungdo teria nos pontos pode ser
removida pondo o valor da fungdo como sendo 0. f(n) =$ .

3.3 Funcdo Beta (3)

Gabriele Veneziano (Florenga, 7 de Setembro de 1942) é um fisico teorico italiano.
Era pesquisador do CERN no ano de 1968, onde estudava certas propriedades da forga
nuclear forte. Até entdo viera trabalhando nesse problema quando descobriu que a fungdo beta
de Euler servia para descrever muitas propriedades das particulas sob a influéncia da forga
nuclear forte. Entretanto, a explicacdo por que a fungdo beta servia tdo bem s6 foi descoberta
dois anos depois, em 1970, pelos trabalhos de Leonard Susskind, da Universidade de
Stanford, de Holger Nielsen, do Instituto Niels Bohr, e de Yochiro Nambu, da Universidade
de Chicago, dando uma explicacdo em funcdo da hipotese que veio a ser a origem da teoria
das cordas.

Defini¢ao

B(m, n) = J.le’"’l (1—x)""dx

B(m, n) ¢ uma fungdo convergente quando m >0 e n > 0.
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3. Determine os valores da fungdo Beta para m e n dados a seguir:

aym=1len=1;

bym=2en=1;
c)m=1len=2.
Resolucao:

1 1
Resposta: a)l;b) —;c) —.
p ) 1;b) 5 ) 5
3.3.1 Definigcoes Decorrentes
e Propriedade Comutativa
B(m, n) = P(n, m)
e (Calculo Direto
n—1)!
Bm,my =D
[Tm+0
i=0
e Fungdo Beta em relagdo a fun¢do Gama
I'(m)I'(n
pom, n) =- (D)
I'(m+n)
e Relagdo dos Complementos: sem +n=1,com0<n<1=m=1-n, entdo
I'd-n)l
Bm,m =B(1 —nmy = 0 py gy = T
rd-n+n) sin nm
Exemplos
Resolva as seguintes fungdes Beta:
4. B@3,5)
Resolucao:
1
Resposta: —
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5. B@3.5)
Resolucio:
Resposta: L
POS o5
6. B(6,3)
Resolucio:
Resposta: L
POSE 68
7. B(6,3)
Resolucio:
Resposta: L
T168

3.4 Exercicios

Utilizando fun¢do Gama e fungdo Beta, resolva as seguintes integrais:

8. J.: e dx

Resolucao:

)

N | =

Resposta:

9. I: xe > dx

Resolucao:

4
Resposta: ?5
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10. J.Ol X In xdx

Resolucio:

1
Resposta: ——
P 9
11. J. lx In xdx
0
Resolucao:
Resposta: —l
Y : 1
L 4 3
12. J.Ox (1-x)dx
Resolucio:
1
Resposta: —



Calculo IT — (Lauro / Nunes)  3-9
13. Prove que J.f(sin x)>" " (cosx)*" ' dx =% B(m, n)

Resolucio:

Resposta:

14. J.OZ sin® xcos® xdx

Resolucio:

Resposta: —
P 2

15. J.f sin® xdx

Resolucio:

Resposta: om
32
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16. Prove que J. dx =—9 N/

o x" 1 [m+1 m+1j
“(+x) 2 U op P

Resolucio:

Resposta:
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17. Prove que J.:x’"(a —x)"dx =a""" B(m+1,n+ 1)

Resolucio:

Resposta:
b
18. Prove que j (x—a)"(b-x)"dx = (b—a)" " ' B(m+1,n+1)
Resolucio:
Resposta:
o n 1 m+1
19. Prove que J. X (l—x") dx = —B|——,n+1
0 P P
Resolucao:
Resposta:

20. Prove que j le’"(lnx)”dx = %.r(n +1)
m+

Resolucio:

Resposta:



21. Prove que J.O x"e W dx =

Resolucio:

22. j : \/;dx

Resolucao:

23. J.:‘{/; . e’&dx

Resolucio:

24, jo mclx

Resolucio:

1

na

m+1

.r(

m+1

n

J
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Resposta:

Resposta:
P 9
Resposta: ﬁ
2
Resposta: om
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25. J.OZ sin? xcos® xdx

Resolucio:

Resposta: 3n
256

26. | o dx
I Jx-DE-x)

Resolucio:

Resposta: yis
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4 Topicos de Topologia dos Espacos Reais n-
Dimensionais

4.1 O Espaco Vetorial R"

Seja n um nimero natural. O espago euclidiano n-dimensional é o produto cartesiano
de n fatores iguais a ‘R:
R"=RxRxRx...xR.

Os pontos de R" sdo todas as n-listas X = (x,,x,,%;,...,x,) cujas coordenadas

X, ,X,,X5,...,X, SA0 NUMeros reais.
Exemplos

1. R°={0}, espaco de dimensio zero, formado pelo tnico ponto 0.

2. R'= R (reta).
P=(x)

. . . : : : —o—— i
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

=v

3. RZ=RxNR (plano).
IR P=(x,y)
L 2

AZ
1' 3 .............
.................................................. ..P= (xxy’z)
O + + : >
1 2 3y
1

.....................................................
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Defini¢ao
Dados X = (x,,%,,%;,....,X,) € Y = (), V5, V3,-..,»,) em R" e um numero real a,
define-se a soma X + Y e o produto o.-X por:

X+ Y=(x4+y, %+, X+ V;,...X,+),)

o X = (o x;,00 X,,00 X5 5...,00 X))

4.2 Produto Interno em R"

E uma regra que faz corresponder a cada par de vetores x, y € " um namero real,
indicado por (x,y), tal que, Vx, x',y € R" e aeR, se tenham:

e PI1 <x,y>=<y,X>;

e P12 (x+x',p) = (x,y)+{(x",»);

e PL3 (ox,y) =o(x,p) = (x,0: y);
e PI4 x¢03<x,x> > 0.

Entdo, tendo x = (x,,X,,X;5,...,%,) €V = (1,5 V55 V35ee05 V)
<X=J’> SEXNNTX Yyt Xy Yy, Y,

4.3 Norma de x eR" ou Comprimento do Vetor x eR"

|x|= ,/(x,x) ou|x|= \/x12+x22+x32+~--+x5

| x | € a representacdo de normade x eR”.

Exemplo

5. Em R, x=(x,,%,,X)e|x|=x +x; +x; .

A

X3

7O X = (xl ,3:&72 ,X3)
| X| f

I
>

)

X

4.3.1 Propriedades da Norma Euclideana (l X|= <x, x> )

Tome x,y eR”, aeR e |a| como valor absoluto de a.
e NI [ x+y[<|x[+]|y]
* N2 joex | = |otf-| x |3
e N3 x#0=|x]|>0.
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Existem varias normas que se podem considerar no espaco euclidiano R”. Para
xeR", tem-se:

| x| = (x, x> (Norma Euclidiana)
| x|, =Max{| x|, | %], |5, ... [x,[} (Norma do Maximo)
x| =1x|+]x%|+]x]+...+]x,] (Norma da Soma)

As propriedades N1, N2 e N3 também sdo validas para | x |,, e |x .

Para todo x eR", vale a desigualdade:
[xly<Ix[<|x|s<n x|y

4.4 Distancia em R"

A norma em R" da origem a no¢ao de distdncia em R". Dados x, y eR", a distancia
de x a y ¢ definida por:

d(x, y) =x — |
Assim:

Distancia Euclidiana

A, ) =[x =y |= (5 =) + (5 —3,)* 4o+ (x, — 1, )

Distancia do Maximo
dM(xa V) =|x-y |M:Méx{|x1_y1 , |x2_y2|a Al
Distancia da Soma

dCo ) =lx—ylg=lx—y|+|x,=y, |+ ... +]x,—y,]

4.4.1 Propriedades das Distincias em 1"

Parad,d, ed, tomex, y,z eR":

o dl d(x, 2) <d(x,y) +d(, 2);
e (2 d(x, y) =d(, x);

e d3 x#y=d(x,y)>0.
Exemplos

Tome n =2 ¢ considere d: R *xR*—>R. Dado x, y eR?, sendo x = (9,4) e y = (3,12),
calcule:

6. d(x,y)
Resolucao:

Resposta: 10
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7. d,, ()
Resolucio:

Resposta: 8

8. dy(x,»)
Resolucio:

Resposta: 14

9. Verifique as desigualdades entre as 3 distancias.
Resolucio:

Resposta:

4.5 Bolas e Conjuntos Limitados

A BOLA ABERTA de centro num ponto a € R" e raio » > 0 é o conjunto dos pontos
xeR" cuja distancia ao ponto a € menor do que r. Notagdo B(a; 7).

B(a;r)={x eR"; x—a|<r}
Analogamente define-se a BOLA FECHADA BJa; r] ¢ a ESFERA S[a; r], ambas com
centro a e raio r:
Bla;r]={x eR"; [x—a|<r},
S[la; r]={x eR"; x —a| =r}.
Exemplo

10. Para n = 2, as bolas no plano para as trés distancias podem ser representadas por:
Resolucio:

Resposta:
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4.5.1 Definigcdo: Segmento de Reta
O segmento de reta de extremos x, y é o conjunto:

[x,y]={(1-t)x +ty; 0 << 1}

4.5.2 Definigcdo: Conjunto Convexo
Um subconjunto X < R" diz-se convexo quando contém qualquer segmento de reta
cujos extremos pertengam a X, ou seja:

x,yeX=[xylcX

4.5.3 Definigdo: Ponto de Acumulagdo
Seja X c R". Um ponto acR"” chama-se ponto de acumulagdo do conjunto X quando
toda bola aberta de centro a contém algum ponto de X, diferente do ponto a, ou seja:
Ve>0,I3x eX;0<x—da|<¢
O conjunto dos pontos de acumulagdo de X € representado pela notagdo X’, chamado

de CONJUNTO DERIVADO de X.
4.5.4 Defini¢do: Conjunto Limitado

Um conjunto X < R" diz-se limitado quando:

e Existe um numero real ¢ >0 tal que | x | < ¢, Vx € X;
ou

o Se, ¢ somente se, esta contido em alguma bola.

4.5.5 Definigcdo: Ponto Interior

a eR” ¢ ponto interiorde X c R" < Ir>0; B(a; r) = X.
O conjunto dos pontos interiores de X ¢ representado por intX.

4.5.6 Defini¢cdo: Ponto Exterior

a eR" éponto exteriorde Xc R" & Ir>0;Bla; N X=3.
O conjunto dos pontos exteriores de X ¢ representado por extX.

4.5.7 Defini¢cdo: Ponto Fronteira

a eR" éponto fronteirade X cR" < Vr>0;B(a;r) n X#=DeB(a; r) " CX = .

CX ¢é o complementar de X. O conjunto dos pontos fronteira de X ¢ representado por
fronX ou I'X ou 0X.
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Exemplos

11. Dado X = {(x, y, 2)eR>; x*+ y* +z> <9}, determine os conjuntos intX, extX e fronX.

Resolucio:

Resposta:
12. O mesmo para X = {(x,y, 2)eR’; x*+1y* +z°=9}.
Resolucio:

Resposta:
Conclusao

VX cR"; mtX U extX U fronX =R".

4.5.8 Defini¢cdo: Conjunto Aberto

X cR" é conjunto aberto = X = intX.

4.5.9 Definicdo: Conjunto Fechado

X cR" € conjunto fechado = X =X".

4.5.10Definigcdo: Conjunto Conexo

Diz-se que X < R” é um conjunto conexo se Vx, y €X, 3 linha poligonal unindo x ¢
y, totalmente contida em X.

Exercicios

Tome um conjunto X < R".

13. Se X é convexo, X é conexo? Justifique.
Resolucao:

Resposta:
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14. Se X é conexo, X ¢é convexo? Justifique.
Resolucio:

Resposta:

15. Dé um exemplo de X desconexo.
Resolucao:

Resposta:

4.5.11 Definicdo: Regiao Aberta

Uma regido aberta em R” é um conjunto conexo ilimitado.
g

4.5.12 Definigdo: Regidao Fechada

Uma regido fechada em R” € um conjunto conexo e limitado.
g
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4.6 Exercicios

Dado X < R* nos exercicios seguintes, analise X quanto aos itens a) e b) abaixo:
a) Regido aberta ou fechada;
b) Conjunto aberto ou fechado.

16. X = {(x,»)eR*;x—y>1}
Resolucio:

Resposta:

17. X = {(x, ) eR*;x —y>1}
Resolucio:

Resposta:

18. X = {(x,»)eR*; x*+)y’< 1}

Resolucio:

Resposta:
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19. X = {(x,»)eR*; X’ +)y°< 1}

Resolucao:

Resposta:
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5 Funcoes em Espacos n-Dimensionais

5.1 Introducdo

Considere os seguintes exemplos:

1. O volume “V” de um cilindro circular é calculado pela expressdo: V =n-r2-h, sendo que
r € o raio da base ¢ h a altura.

2. A equagdo de estado de um gas ideal ¢ dada pela seguinte equagdo:
n-R-T
|14

Onde: P= pressdo; V= volume; n = massa gasosa em moles; R= constante
molar do gas; e 7'= temperatura.

P:

3. O circuito elétrico da figura que segue tem cinco resistores. A corrente deste circuito
depende das resisténcias R, ,i=1,---,5, onde E ¢ a tensdo da fonte.

R, R, R,

MA—— NN

R, Rs

Todos estes exemplos representam fungdes de varias variaveis. Assim, no primeiro

exemplo, temos que o volume do cone pode ser indicado por uma fungdo de duas variaveis

independentes 7 e &, indicada por ¥ =V (r,h), e cujaregra é V(r,h)=m-r*-h.

No segundo exemplo, temos que a pressdo de um gas ideal pode ser representada pela

funcdo de trés variaveis independentes V, T e n. Desta forma, a regra da referida funcdo é

P, Tn)= BT

Finalmente, no ultimo caso, a corrente do circuito pode ser dada por uma fungdo de
cinco varidveis independentes R, R,, R;, R, e Rs, isto é:
E
R +R,+ Ry + R, + Ry
Conforme sera visto, o estudo de fungdes com trés ou mais varidveis ndo difere muito
do estudo das fun¢bes de duas variaveis. Desta forma, neste estudo trabalharemos mais com

I(Rl,Rz,R3,R4,R5)=
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as funcdes de duas variaveis independentes, salientando as diferencas fundamentais entre
estas fungdes e as fungdes de uma unica variavel independente, além de reforcar as principais
analogias existentes entre elas.

Definic¢ao
Seja A um conjunto do espago n-dimensional 4 < R”, isto ¢, os elementos de 4 sdo n-
uplas ordenadas (x;,x,,x3,...,x,) de niumeros reais. Se a cada ponto P do conjunto A

associarmos um Unico elemento we R, temos uma fungdo f:4 < R" — R. Essa fungdo ¢é
chamada de fungdo de n variaveis reais.

Simbolicamente:
f AcR"> R
X w=f (x)

ou w=f(x)=f(x,Xy,X3,...,X,).

Defini¢do: Dominio de Funcao
Dominio da fung@o f € o conjunto A da defini¢do anterior, isto &,

Df={xeAcR"; w=f(x)}.

Como para as fungdes de uma variavel, em geral, uma fungdo de varias variaveis
também ¢ especificada apenas pela regra que a define. Nesse caso, o dominio da fungdo € o

conjunto de todos os pontos de x € R”, para os quais a fungio esta definida.

Definicdo: Imagem de Funcao
Imagem da fungdo f ¢ o conjunto dos mimeros w €R , tais que w=f (x).

Imf={weR;, w=f(x)}.

Exemplo

4. Determine o dominio e a imagem da fungdo z=f (x)=y9—x’ —x5 definida de R* em
R.
Resolucio:

Resolucio:

5. Represente graficamente o dominio da fungdo f (x, y)= ln(x— y).

Resolucao:
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Resposta:
6. Represente graficamente o dominio da fungdo f(x,y)=

Resolucio:

Resposta:
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Defini¢do: Curva de Nivel (Cn)

Considere 1 : R — K. O conjunto de pontos x eR? onde uma funcio f (x)temum
valor constante f (x)=f (x;,x,)=c ¢ chamado de curva de nivel de f . Representacdo: Cnc.

S

Hudson River

Defini¢ao: Grafico de uma funcao

O conjunto de todos os pontos ( x;,x,, f(x)) no espago, para x eR? no dominio de
£, é chamado de GRAFICO de f .

O grafico de f também é chamado de SUPERFICIE w= f(x)=f (x;,x,).

Defini¢ao: Curva de Contorno (Cc)
A curva no espaco na qual o plano w=c intercepta uma superficie w=f(x,y) ¢
chamada de curva de contorno f (x,y) =c. Representagdo: Ccc.

Definicdo: Conjunto de Nivel

Se f é uma fungdo de n variaveis, f=f (xl, Xpyeees xn) e k é um numero real, um
conjunto de nivel de f, é o conjunto de todos os pontos (xl,xz,...,xn)eDf para os quais
f(xl,xz,...,xn)zk.

Em particular, quando f ¢ uma funcdo de trés variaveis independentes, temos as

superficies de nivel. Nesse caso, o conhecimento das superficies de nivel, que podem ser
visualizadas no espago tridimensional, ajuda muito a entender o comportamento da fungao.
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Exemplo

7. No exemplo que segue, podemos observar algumas curvas de nivel da fungdo
z:f(x,y):lOO—x2 — 2.

b 100
flx,y) =175 The surface

z=f(xy)
=100 — x2 — y?
is the graph of f.

fx,y) =51
(a typical
level curve in
the function's
domain)

8. No exemplo que segue, podemos observar uma curva de nivel e uma curva de contorno da
funcdo z = f(x,y)=100—x2 — 2.

The contour line f(x, y) = 100 — x* — y* = 75
is the circle x% + y2 = 25 in the plane z = 75.

Plane 7 =75

The level curve f(x, y) = 100 — x2- y2 =175
is the circle x% + y? = 25 in the xy-plane.
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Exemplo

9. Represente graficamente f(x,y )=\/9—x2 — y2 e trace as curvas de niveis f(x,y)=0,
f(x,y)=5¢ f(x,y)=+/8 no dominio de / no plano.

Resolucao:

Resposta:
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5.2 Limites e Continuidade de Funcoes de n-Variaveis Reais

5.2.1 Limites de Funcées em 9"
Definic¢ao
Seja w=f(x)=1f(x;,x,,x3,...,X,) uma fungdo de n varidveis. O LIMITE da funcao

f(x), quando x tende a x,, ¢ o nimero real L se, para todo numero real >0, existe 6>0, tal

que se x €B(x;;0) entdo sua imagem f (x)eB(L;e).

Simbolicamente
lim f(x)=L < Ve&>0, 35>0;0<|x—x,|<d = | f (x)-L<e.
X=X
Caso particular: Limites de Funcoes de duas variaveis independentes
Sejam f:AcR> >R e (xo,yo) um ponto de acumulagdo de A. Dizemos que o
limite de f(x,y), quando (x,y) se aproxima de (x,,y,) é um nimero real L se, para todo

€>0, existir um 6>0 tal que |f(x,y)—L |<e, sempre que (x,y)e Ae0< | (x,y)— (xo ,yo) | <0

Notacao:
lim  f(x,y)=L ou lim f(x,y)=L
(.0}~ (x0, 70 XXy
y=>Yo
Propriedades
Tome L,M ,KeR, lim f(x)=L e lim g(x)=M.
)C*))CO )C*))CO

lim [ f(x)tg(x)]=lim f(x)tlim g(x)=LtM.
o lim[f(x)g(x)=1lim f(x) lim g(x)=L-M.
lim f(x)

e lim f(X):x?xo =— se M =0.
oy g(x)  limgx) M
X*)XO

e lim K f(x)=K lim f(x)=K L.

)C*))CO )C*))CO
e Se p e g forem inteiros, entdo lim [/ (x)]?'Y=L"'9, desde que L*'? eR.
X‘)XO
Exemplos
Calcule os limites:

10.  lim x* + y2
(x,)>(3,-4)

Resolucao:

Resposta: 5
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DTS T . A
=00 x“y +5xy—y
Resolucio:
Resposta: -3
2
. X7 —Xxy
12. lim ———
00 \x — [y
Resolucio:
Resposta: 0
2 2
13. lim >—2
(-0 x—y
Resolucio:
Resposta: 2
Proposicao

Se w=f(x)=f(x,x,x3,...,x,) tem limites diferentes ao longo de caminhos

diferentes quando x se aproxima de x,, entdo lim f (x) ndo existe.

)C*))CO

Exemplo

xzy

x4+y2

14. Aplicando limites por caminhos, mostre que f (x,y )= ndo tem limite quando

(x,y) se aproxima de (0,0).

Resolucao:

Resposta:  Logo, 7 lim f(x,p).

(x,y)=(0,0)
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Exercicios
x4_ 2

15. f(x,y)="3—2 (Caminhos y=k x*);
X +y

Resolucio:

Resposta:
xX—y .
16. f(x,y)=—— (Caminhos y=k x, k#—1);
X+y
Resolucio:
Resposta:
X2 + y2 . 2
17. f(x,y)= (Caminhos y=k x°, k#0);
Resolucao:

Resposta:

5.2.2 Continuidade de Func¢oes em K"

Definicoes:

Logo, # lim

(x,y)=(0,0)

f(x,p).

Logo, # lim

(x,y)=(0,0)

f(x,p).

Logo, # lim
(x,y)—>(0,0)

S(x,p).

1%) Uma fungo w= f (x)=f (X, %,,X3,...,%,) ¢ CONTINUA NO PONTO x, eR" se:

e 3 f(x);
e Jlim f(x);

)C*))CO

o lim f(x)=1(x%).

2%) Uma fungio ¢ CONTINUA quando ¢ continua em todos os pontos de seu dominio.
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Proposicao:
Sejam f'e g fungdes de duas variaveis continuas no ponto (xo, Yo ), entdo:

e f+g écontinuaem (xo,yo);
)

f —g & continua em (x,, y,

b
e f-g écontinuaem (xy,y,);

f /g écontinua em (x,, y, ), desde que g(xy,y,)#= 0

Proposi¢ao:

Sejam w= f(u) e z=g(x,y). Se g é continua em (x,,y,) e f¢ continua em
g(xo, yo), entdo a fungdo composta f o g ¢ continua em (xo, yo).

Observacio:
A partir das proposi¢des anteriores podemos afirmar que:
e Uma fungio polinomial de duas variaveis é continua em R?;

e Uma fung¢@o racional de duas variaveis € continua em todos os pontos do seu
dominio.

Exemplos:
Discutir a continuidade das seguintes fungdes:

18. f(x,y)=2x?y? +5xp -2

Resolucio:
Resposta:
x+y-1
19. glx,y)=—5——
X y+x°-3xy-3x+2y+2
Resolucio:
Resposta:

20. h(x,y) = ln(x2y2 + 4)

Resolucao:

Resposta:
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6 Derivadas

6.1 Derivadas Parciais

6.1.1 Incremento parcial e incremento total

Seja z = f(x, y) uma fungio de duas varidveis independentes.

Quando damos a variavel independente x um acréscimo Ax, enquanto y permanece
constante, entdo o incremento correspondente de z receberd o nome de incremento parcial de
z, em relag@o a x e ¢ denotado por:

sz=f(x+Ax,y)—f(x,y)

Da mesma maneira, se x permanecer constante e a varidvel y receber um acréscimo
Ay, o incremento parcial de z, em relagdo a y ¢é:

Ayz=f(x,y+Ay)-f(x.7)
Se agora dermos, simultaneamente um acréscimo Ax para x ¢ Ay para y, obtemos o
incremento total de z, que é denotado por:

Az = f(x+Ax,y+Ay)- f(x,7)
Exemplo

1. Se zzf(x,y)zx-y, entdo:
sz=f(x+Ax,y)—f(x,y)=(x+Ax)y—x-y=x-y+Ax-y—x-y=y-Ax
Ayz=f(x,y+Ay)—f(x,y)=x(y+Ay)—x-y=x-y+x-Ax—x-y=x-Ay=

Az=f(x+Ax,y+Ay)—f(x,y)=(x+Ax)-(y+Ay)—x-y=
X-y+xAy+ yAx+Ax-Ay —x- y=xAy + yAx + Ax- Ay

Definicoes:
Chama-se derivada parcial de z = f (x, y), em relacdo a x, no ponto (xo, yo), ao limite:
af(xo,yo) — lim S (xg+Ax, y0) = f(xg,¥0) .

Ox Ax—0 Ax ’
Analogamente, definimos derivada parcial de z= f (x, y), em relagdo a y, no ponto

(x50 ), a0 limite:
U (xo.30) _ o S ouyo +8) = f (¥. ) |
oy Ay—>0 Ay ’

Fazendo x —x, =Ax e y—y, =Ay, podemos escrever:
o (x0:30) _ o S20) = f (0. 0)

ox X X=X
o (x0:30) _ o /G0 2) =S (X9:30)
oy =)o Y=Xo ’
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Definicoes:

Sejam f:AcR? >R, sendo (x,y)l—) z =f(x,y), e Bc A o conjunto dos pontos

of (x.y)

5 existe. Chamamos de fun¢do derivada parcial de /' em relagdo a x, a
2

o (ry) o [+AYY)~ [ (xy)
Ox Ax—0 Ax ’
Analogamente, chamamos de func¢@o derivada parcial de f em relagdo a y, a funcao

o ey)_ o SOy +A) - f(x.y)
5y Ay—0 Ay )

(x,y) tais que

fungdo que a cada (x,y)e B associa o nimero

que a cada (x,y)e B associa o nimero

Observacio:

As derivadas parciais podem também ser denotadas por:

M:Dxf(x,y)=fx(xvy)

ox
%;”:Dyf(x,yﬁfy(x’y)

Observacio:

As defini¢des anteriores podem ser estendidas para fungdes f:A4cR" — R. Desta
forma temos, por exemplo:

1*  Sejaf: RoR
A derivada da fungio f (x) é
a1 gy L2010

X h—0 h

2 Sejaf: RHR
As derivadas parciais de f (x,y)emrelagdo a x ¢ y sdo as fungdes f, e f).
o (y) _p f@+hy) = f(,y)

fe(x,p) === =lim ; :
of (x, ) sy +h)— .
fo(xay) = fg;y) - lim AES; 2 f(xy)

32 Sejafi RHR
As derivadas parciais de f (x, y,z) sdo as fungdes f,, f, e f..

fx(x,y,Z)Zaf(x’y’Z) =lim f(x+h9ysz)_f(xsysz);
ox h—0 h

_5f(xay,2) e [ y+hyz) - f(x,p,2)

fy(xayaz)_ 6)} —}EIE)I}) P ;

fz(x,y’z):af(x’yaz) =lim f(xsysz-i-h)—f(x’y’z);
Oz h—0 h

para w=f(x,y,z).
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4  Sejaf: R"S>R
As derivadas parciais de f (x) para x eR":

fXI(x):af(xl,x2,~..,xn) i SO Xy x) = [y,

ox, h—>0 h ’
fx (x):af(xlﬂxZ"“axn) = lim f(xlﬂxZ +h,---,xn)—f(xl,xZ’...’xn);
? ox, h—0 h

f (X) :af(xlaxza"'axn) =1lim f(x13x29"'sxn +h)_f(x13x29"'9xn);
ox h—0 h

2. Usando a defini¢do, encontre a derivada parcial de z = f(x,y)=16—x* —y? em relagdo a
x no ponto (1,2).

Resolucio:

Resposta: -2

3. Usando a definigdo, encontre as derivadas parciais @(x ,y)e @(x ,v),sendo f(x,y)
X
=3x*2x y+y°.
Resolucao:
o

a(xay):

Y (xy)=

Resposta: @(x,y)=6x—2y e@(x,y)=—2x+2y
ox oy
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Observacio:

Na pratica, podemos obter as derivadas parciais mais facilmente, usando as regras de
& (x.7)

derivagdo das fungdes de uma variavel. Nesse caso, para calcular 5
X

of (x,y)
oy

, mantemos y

constante e para calcular , x ¢ mantido constante.

6.1.2 Regras de derivacgdo

Para as derivadas parciais, valem regras de derivagdo analogas as das fungdes de uma
variavel.

Sejam u=f(x)=1(x,%,....x,) e v=g(x) =g (X, Xy,...,X,).

o 0 Og
S ox; Ox; 5 8x ox; Ox; i
Produto
0
uv = —((uv)=(uv), =u, vtuv, .
axl i i i
Quociente
u 0 (uj (uj Uy V= UV,
— 3 P — — | = —_ :—2.
v ox; \v vy v
Poténcia
n a n n n—1
u" = — (W) =(w"), =nu"" -u,
axl i i
Exercicios

Considerando a fungdo f (x,y)=x y*-2x? y+3 x calcule o que se pede:

4. fi(x,y)

Resolucao:

Resposta: 3x? y2—4x y+3

5. fy(x.p)

Resolucio:

Resposta: 2x% y-2x2

6. f.(2,-1)

Resolucao:

Resposta: 23
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7. f, 21

Resolucio:
Resposta: —24
Exercicios

8. Encontre gi se f(x,y)=y sin(xy).
Y

Resolucio:

Resposta: ai (u v)=sin(xy)+y x cos(xy).
Y

2y

9. Encontre f, e f, se f(x,y)=—".
y+cosx

Resolucao:

2ysi 2
Resposta: fx = &xz e f,= %
(y+cosx) (y+cosx)
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10. Encontre f, e f, se f(x,y)=Atanx =w.

Resolucio:

sec” x e f= a/tan x - In(tan x)
- 2

fi=—F—=2¢J,
yA/(tanx)”™! y
11. Usando as regras de derivagdo, encontre as derivadas parciais das seguintes fungoes:

(@  f(x,y)=yl-x"=)"

Resolucio:

Resposta:

Resposta: z()C,)/)Z_—xe@(x’y): -y
Ox 1—x2—y? O I—x2— 52
x+
b f(xy)=5
x“+y
Resolucao:
0 2_2xy—-x* 9 X2 =2xy— 1>
Resposta: Zi X,y)=% I x,y) =2 yzgf
Ox (*+y°)y oy (> +17)
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()  f(x,y)=e"”

Resolucio:

Resposta: a—(x,y)=e— e —(x,y)=
ox y

d  f(x,y)=tan(x*-y?)
Resolucio:

Resposta: Zi(x,y) =[sec’ (x*=y*)]2x)e %(x,y) =[sec® (X2 =y (-2 ).
X

@  f(x,y,z)=x"-sin’(yz)
Resolucao:

0 .
Resposta: 1(x,y,z):2x sin?(y z), l(x,y,z)zxz zsin(Qy z)e
Ox o4
o

g(x,y,z)zx2 ysin(2y z).
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6.1.3 Derivadas Parciais Sucessivas

Se w= f(x) é uma fungdo de n variaveis e admite derivadas parciais em relacdo a
todos os x;,x,,...,x, e estas funcdes derivadas parciais admitem derivadas parciais, entdo
suas derivadas sio DERIVADAS PARCIAIS DE SEGUNDA ORDEM de w= f"(x).

Se as derivadas de segunda ordem sdo parcialmente derivaveis, suas derivadas sdo
chamadas de DERIVADAS PARCIAIS DE TERCEIRA ORDEM de w= f (x).
Assim, segue para derivadas de ordem superior.

2
wer(r)=sLap 52 [@j R

ox oy \ Ox _8y8x -
o*w
fxxx =23
2w Oox
i
5 O oyox?
W
fx = g f _ a3w
7 *w Y Oxoyox
W Gyox i o*w
W Byoyox
w= f(xs y) 63
w
 w S = iy
" oxdy PR
/= ow Y Gyoxdy
% o*w
f _ az_w fyyx = axayZ
Y. ayZ a3w
fyy :y
T T T
Ira.ordem 2da.ordem 3ra.ordem
Teorema

Seja f uma fungdo de duas varidveis x ¢ y.Se f, f., f,,/f, € [, sdo continuas
em uma regido aberta R, entdo f,,= f, em todaR.

Este teorema também ¢ valido para derivadas de ordens superiores. Por exemplo:

fxyx:fyxx:fxxy'

Exercicios

12.Seja f(x,y)=x> y*-2x* y+3 x. Prove que f.,=f,..
xy X

Resolucao:

_ o f _ o f _
oyox  OxOy

Resposta: Sy Sox



13. Prove que f,

Resolucao:
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xyx:fyxx:fxxy para f(xﬂy):x3 y2_2x2 y+3x'

Resposta: S =S =Fo=12x y—4

14. Dada a fun¢do 1 (x,y)=e**37, calcule:

o f
a —(x,y)
(@) N (
Resolucio:

o f
b —(x,y)
(b) o (
Resolucao:

(©) Verifique a igualdade seguinte:

Resolucao:

of  of

ayzax - axayz '

Resposta:

o f

Resposta: ~ ——(x,y)=8 e 3y
ox

3
Resposta: or (x,y)=27e&**
P

O°f _ O _ g v
ayzax axay2
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6.1.4 Interpretacido Geométrica das Derivadas Parciais

Vamos supor que f:A4cR> >R, (x, y)—) z=f (x, y) admite derivadas parciais em
um ponto (x,, yo)e A. Para y=y,, temos que f(x, yo) ¢ uma fungdo de uma variavel cujo
grafico € uma curva C, resultante da intersec¢do da superficie z= f (x, y) com o plano
y=Y,. A inclinacdo ou coeficiente angular da reta tangente a curva C no ponto (xo, yo) ¢
dado por:

af(xod’o)

Ox

tano =

A Vertical axis in
the plane y = y,

P(IO, yovf{xo’ yo))

= f(xs y)
The curve z = f(x, yo)
in the plane y = y,

Tangent line

N\
y

De maneira analoga, temos que a inclinagdo da reta tangente a curva C, resultante da
intersec¢do da superficie z = f (x, y) com o plano x =x,, ¢:
o (Xano)

oy
F

(xg+ Ry ¥g)

Horizontal axis in the plane y = Yo

tanf3 =

Vertical axis
in the plane
X = XO

Tangent line

(x(}' yg)

(X Yo+ K) \
The curve z = f(x,, )
in the plane Horizontal axis

x=x, in the plane x = x,
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15. Encontre a declividade da reta tangente a curva de interseccdo da superficie

w=q/24—x% - 2y2 com o plano y =2, no ponto (2,2, 2\/5).

Resolucao:

Resposta: ow (2,2) =— e
Ox

NE)
6.1.5 Equacoes das Retas Tangentes

Dada a fungdo w=f(x,y), as retas tangentes ao grafico de w no ponto
P(xy,¥y,W, ), nos planos verticais y =y, ¢ x=x,, sdo dadas da seguinte forma.

Retas Tangentes: Forma Simétrica

Y=Yy = 1 J(x05¥0) X=Xy = 1 1 (x050)

Y=>» X=X

Retas Tangentes: Forma Paramétrica

X=Xxy+A y=yy+Ah
Y=Y =1V=N X=Xy = (X=X,
w=w + M (X0, ) w=wy + A, (x050)

Exemplo

Determine as equagOes das retas tangentes ao grafico de w=f(x,y) com
w=T-x*—y?42x+2y.

16. No ponto (2,3,4).
Resolucio:

Resposta:
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17. No ponto (1,1,9).
Resolucio:

Resposta:

Exercicios de derivadas como taxas de variacao:

18. Se a temperatura T depende do tempo t ¢ da altitude h, de acordo com a regra:

52
T(t,h)zi-i-&—i-i—lo, entdo calcule:

36 3 100
(a) Como varia a temperatura em relagdo ao tempo, no instante #, =12horas, num ponto

de altitude 4, =100 metros?
Resolucio:

Resposta: 0

(b) Como varia a temperatura em relag@o a altitude, no instante #, =12horas, num ponto
de altitude 4, =100 metros?
Resolucao:

Resposta: L
100
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19. De acordo com a lei do gas ideal para um géas confinado, se P Newton por unidade
quadrada ¢ a pressdo, V' unidades cubicas ¢ o volume, e 7 graus a temperatura, temos a
formula: P V=k T [equagdo (1)] onde k € uma constante de proporcionalidade. Suponha
que o volume de gas em um certo recipiente seja 100 ¢m® e a temperatura seja 90° e k =8.

(a) Encontre a taxa de variagdo instantanea de P por unidade de variacdo em T, se V

permanecer fixo em 100.
Resolucio:

Resposta:  Logo, quando 7 =90 ¢ V' =100, 2—; =0,08 ¢ a resposta desejada.

(b)  Use o resultado de (a) para aproximar a variagdo de pressdo se a temperatura aumentar
para 92° C.
Resolucao:

Resposta: 0,16 N /m?
(©) Encontre a taxa de variagdo instantanea de V' por unidade de variacdo em P se T
permanecer fixo em 90°.
Resolucio:

Resposta: — =

(d) Suponha que a temperatura permanega constante. Use o resultado de (¢) para encontrar
a variacdo aproximada no volume para produzir a mesma variagdo na pressao, obtida em (b).
Resolucao:

2
Resposta: _20
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20.0 volume ¥V de um cone circular ¢ dado por VZZ_TEI y?\J4s?=y*, onde s ¢é o
comprimento da geratriz e y o didmetro da base.

(a) Encontre a taxa de variagdo instantdnea do volume em relagdo a geratriz se o valor

y=16, enquanto a geratriz s varia. Calcule essa taxa de variacdo no instante em que
s=10cm .
Resolucio:

oV _320m

os 9
(b) Suponha que o comprimento da geratriz permanega constante com o valor de

s=10cm . Considerando que o valor do didmetro varia, encontre a taxa de variagdo do volume

Resposta: em®/em

em relacdo ao diametro quando y=16cm .
Resolucao:

1
Resposta: G_V:ﬁ cm®/em

6.1.6 Diferenciabilidade

Diferenciabilidade para funcoes de uma variavel
Seja f:R—>NR. Se f ¢ derivavel no ponto x,, entdo,
lim M=f’(xo). Assim:

X—>Xq X — xo

fim L0700 _ o) i [0S G

X=X X=Xy X=Xy X=X

por definigdo,

f(x)|=0 ou
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i | SO =L o)+ ) (o= )] | _

X—>Xq X — xO

Esta expressdo nos diz que a fungdo A(x)= f(x,)+ f '(x0)~ (x—x, ), que ¢ a reta
tangente ao grafico de f no ponto (xo, yo) ¢ uma “boa aproximagdo” de fperto de x.

Em outras palavras, quando x se aproxima de x,, a diferenga entre f'e 4 se aproxima
de zero de uma forma mais rapida.

¥
a

Plano Tangente

Foi visto que a derivada parcial %’y‘)) ¢ o coeficiente angular da reta tangente a
X
curva de interseccdo do plano y =y, com a superficiec z= f (x, y), no ponto (xo, yo). Da
of (anyo)

mesma maneira, a derivada parcial ¢ o coeficiente angular da reta tangente a curva

oy
de intersec¢do do plano x =x,, com a superficie z = f (x, y), no ponto (xo, Yo )
Intuitivamente percebemos que se existir um plano tangente a superficie z = f (x, y),

af(xmyo) R 6f(x0,y0)
ox oy

no ponto (x,,y,), entio as retas que tem como coeficientes

angulares estao contidas neste plano.

A curva
w =f(x0 sy )

A curva
w=f(x ,yp)

(xo500)
Assim, se existe o plano tangente a z = f° (x, y), passando pelo ponto P(x,, v,z ), sua
equagao ¢:
e (1) h(x,y)=ax+by+c.
As inclinagdes nas diregdes dos eixos x e y sdo dadas pelas equagdes (2) e (3),
respectivamente:
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@) a=gi(xo,yo).
X

0
@) b=L (330,
Y
O ponto P(x,, vy, w, ) satisfaz a equagdo (1), logo, obtém-se a equacao (4):
(4) h(xg,y9) =1 (x0,29)= wp-
Substituindo (2) e (3) em (1), chega-se a equagao (5):
0 0
) h(x) =L e+ L (.00 y+e.
ox oy
Substituindo (4) em (5), chega-se a equacdo (6):

0 0
S (x0520) :—f(x0=yo)xo+_f (X0,Y0) Yotc,ou
ox oy

(6) C:WO_fx(ono)xo_fy(xo 2 Y0) Vo
Assim, substituindo (6) em (5), obtém-se o plano tangente ao grafico de w=f(x,y)

no ponto P(x,, vy, w, ) pela equagdo (7):
o (7) h(x,y)=f(x0,50)+fc(x0,0)(x=%0) + £, (X0, 20)(¥ = ¥p).

Diferenciabilidade para fun¢des de duas variaveis

Diz-se que a funcdo f(x,y) ¢ diferenciavel no ponto (x,,y,) se as derivadas

parciais z(x0 V) € @(xo ,Yo) existem e se
ox oy
f(xsy) _h(xsy) =0
=G [(60) = (X 20)|
Na equacgdo (8), se tem:
o h(x,y)=[(x0,50)+ S (x0,10)(x=x) + 1, (x0,90)(¥ =0

* ®

o [(x,3) = (30, 30) | = V@ =x0)> + (=) -

Observacao
De uma maneira informal, dizemos que f(x,y) ¢ diferencidvel em (x,,y,) se o
plano dado pela equagdo (7) nos fornece uma “boa aproximagdo” para f (x,y) no ponto

(X95¥0)-

Proposicao
Se f(x,y) édiferenciavel no ponto (x,, y,), entdo f ¢é continua nesse ponto.

Exemplos

21. Pela definigdo acima, provar que a fungio f(x,y)= x>+ y” ¢édiferencidvel em R 2.

Resolucao:



Calculo II — (Lauro / Nunes) 6-17

Resposta:  Logo, f ¢ diferenciavel em R2.
Nos exercicios a seguir, verifique se as fungdes dadas sdo diferencidveis na origem,

isto &, (x4, ¥,) = (0,0).

22, f(x,y)=/x>+)*.

Resolucio:

Resposta:

2y3
——,se (x,¥)#(0,0
2. fxoy) =Ty @O0

0,se (x,»)=(0,0)

Resolucio:

Logo, f nao ¢ diferenciavel na origem.
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Resposta:  Logo, f nio ¢ diferenciavel na origem.

Plano Tangente

Seja f: R2 R diferenciavel no ponto (x,,),). Chama-se de plano tangente ao
grafico de f no ponto (x,, )y, f (X, )y)) ao plano dado pela equagdo a seguir.

w—f(Xo,Y0) =f: (X0, 0) (x=x¢) + 1, (X0, ¥) (¥ = o)
z

The surface
3% foytieg ~Bi= D
Py(1,2,4)

Normal line

Tangent plane

Exemplos

Determine, se existir, o plano tangente ao grafico das fungdes dadas nos pontos
indicados.

24. w=x%+ y* nos pontos: a) P;(0,0,0); b) P5(1,1,2).

Resolucao:

Resposta:
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25. w=+/2x% + »> nos pontos: a) P1(0,0,0); b) Px(1,1,+/3).

Resolucio:

Resposta:
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6.2 Gradiente

Seja w=f(x,y) que admite derivadas parciais de 1* ordem em (x,, y,). O gradiente
de f no ponto (x,,y,) ¢ um vetor com as derivadas f, e f, tal que:

grad f (%, o) = (f( X0270) f(xo,yo)jou V£ (oo 30) = (Lu(For y0)e S (30 30).

Generalizando este conceito, temos:

w=f(x,y), w=f(x,y,2), ..., w=f(x,%,...,X,);
{22 w{ZZZ)..  wLZ.Z]
X Oy Ox Oy Oz ox; Ox, 0ox,
Proposicao

Seja f'(x,y) uma fungdo tal que, através do ponto Po(x,,),), passa uma curva de
nivel ¢, de f. Se grad f (x,,y,) ndo for nulo, entdo ele ¢ perpendicular a curva de nivel ¢,

em (Xx,,),), isto ¢, ele ¢ perpendicular a reta tangente a curva ¢; no ponto P.

Exemplo

26.Seja w=f(x,y)= x>+ y?. Graficamente, o grad 1 (x,,y,) ¢ dado por:

Resolucio:

grad f(xy,y,)

) P,

X

/\ck )=k

af(xod’o) af(anyo
o oy

(2x0,2y0)

Vf(anyo):(

Resposta:
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27.Seja w=f(x,y)= x>—y. Graficamente, o grad f (2,4) é dado por:

Resolucio:
Ya
4l B
g grad (2 ,4)
AL X
\ 2
Co: f(x’y) =0
Resposta:
Observacio:

O gradiente ¢ um vetor que indica o sentido de mais rapido crescimento de uma
fun¢do em um ponto.

decrease in f / A
x -
Most rapid Vi=i+]j

increase in f
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6.3 Diferenciais

Seja w=f(x,y) uma fungdo diferencidvel no ponto (x,,,). A diferencial de f em
(x0, ) ¢ definida pela fungdo ou transformagao linear:
T: R> >N
T(x—x0,y—») = gi(xo s Yo)(X—Xq) +g(xo » Yo) (V= Yo)s
X oy
ou,para h=x—-x, € k=y—y,:

T k) = Loy h+ L (3 o)k o1)
ox oy

T da uma aproximacdo do acréscimo Aw em (X, V,):

Aw=f(x,y) =1 (x0,¥)

Em relacdo a x e y, os acréscimos sdo:

Ax=x-xy eAy=y—y,.

Define-se a diferencial das variaveis independentes x € y como os acréscimos Ax e

Ay:

dc=Axedy=Ay.

A diferencial de f em (x,y) relativa aos acréscimos A x e A y ¢ indicada por dw ou
df .

dw=T(xy)de+ L p)dy 02)
ox oy

dw éa DIFERENCIAL TOTAL de w=f (x,y).

Exemplos

28. Calcule a diferencial de f(x,y)= x +\/E no ponto (1,1).

Resolucio:

Resposta: df (1,1) =% dx+% dy .
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29. Dada a fungio w=x>+)*—xy.

e a) Determine uma aproximagdo para o acréscimo da varidvel dependente quando (x, y)
passa de (1,1) para (1,001;1,02).
Resolucio:

Resposta: Aw=0,021.
e b) Calcular Aw quando as variaveis independentes sofrem a variagdo em a).
Resolucao:

Resposta: Aw=0,021381
e ¢) Calcular o erro obtido da aproximagdo de dw como Aw.
Resolucio:

Resposta: 0,000381

6.3.1 Generalizando as diferenciais

Tome w=f(x,y,z)em(xy, Yy, zy), sua diferencial ¢:

iw=L (v y 2yt + L (x,y,2ydp+L(x,y,2)de
ox oy 0z

Tome w=f(x,x,,...,X,) em (xlo,xg,...,x,?), sua diferencial é:

alw=i(xl,xz,...,xn)ciler;i(xl,xz,...,xn)ciszr...Jr(;3i (X1,%5,...,%,)dx,.

ox, Xy X,
Exercicios

30. Calcule a diferencial total da fungio: w=x>+ y*+e™~.

Resolucao:

xyz xXyz

Resposta: dw=Qx+yz e??)dx+Q2y+xz e**)dy +xy e dz

31. Calcule a diferencial total da funcdo: w=x; x,—x, X3+ x3 X4.

Resolucao:

Resposta: dw=x, dx; +(x;—x3) dxy +( x4 =Xy ) dxy + x5 dxy.
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32. Nos itens a) e b), calcule o valor aproximado para a variagdo da area na figura quando os
lados sdo modificados de:

e a) 4cme2cmpara4,0lcm e 2,001cm, num retangulo;
Resolucao:

Resposta: 0,024cm’.
e b) 2cme lcm para?2,0lcm e 0,5¢cm, num triangulo retangulo.

Resolucio:
! &

2

Resposta: —0,495 cm’.
33. Calcular o valor aproximado de (1,001)*%.

Resolucio:

Resposta:  (1,001)*"* = 1,003.



Calculo II — (Lauro / Nunes) 6-25

34. O diametro e a altura de um cilindro circular reto medem, com um erro provavel de
0,2 pol em cada medida, respectivamente, 12 pol ¢ 8 pol. Qual é, aproximadamente, o

maximo erro possivel no célculo do volume?

Resolucio:

Resposta: dV =16,87 pol’

. . 1 ,
35. Dada a superficie z = i ,seno ponto x=4, y=2, x ¢ y sdo acrescidos de 0 qual é
X

a variagdo aproximada de z ?
Resolucao:

Resposta: Az=-0,01075
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36. As dimensdes de uma caixa sao 10cm, 12cm e 15cm . Essas medidas tém um possivel
erro de 0,02 cm . Encontre, aproximadamente, 0 maximo erro no calculo do volume.

Resolucao:

Resposta: Logo: AV =9cm’.
6.4 Derivadas de Funcoes Compostas

6.4.1 Regra da Cadeia para Fungoes de Duas Varidaveis Intermedidrias
Se w=f(x,y) for diferenciavel e x e y forem fun¢des diferenciaveis de ¢, entdo w

sera uma fungdo diferenciavel de ¢ e:
dw_owds ow dy
dt Ox dt Oy dt

(DIAGRAMA)
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Exemplo

37. Use a regra da Cadeia para encontrar a derivada de w=x-y em relagdo a ¢ ao longo do

. . , . T
caminho x=cost, y=sin¢. Qual é o valor da derivada em ¢= 5 ?

Resolucio:

Resposta: -1

6.4.2 Regra da Cadeia para Funcoes de Trés Variaveis Intermedidrias

Se w=f(x,y,z) for diferenciavel ¢ x, y e z forem fungdes diferenciaveis de ¢,
entdo w sera uma fungdo diferenciavel de ¢ e:

dw _ow dx owdy Owdz
dt ox dt Oy dt 0z dt

(DIAGRAMA)
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Exemplo

dw . .
38. Encontre I sendo que w= x y+z, x=cost, y=sint e z=¢. Determine o valor da
t

derivada em ¢=0.

Resolucio:

Resposta: 2

6.4.3 Regra da Cadeia para Duas Varidveis Independentes e Trés Variaveis
Intermediarias

Sejam w=f(x,y,z), x=g(r,s), y=h(r,s) e z=k(r,s). Se todas as quatro
fun¢des forem diferencidveis, entdo w terd derivadas parciais em relagdo a » e s, dadas pelas
formulas a seguir.

ow _Ow Ox 5_w8_y+8_w%

or ox or dy or o0z or

Ow_Ow dx 0w dy Ow Oz

ds oOx ds Oy Os Oz s

(DIAGRAMA)
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Exemplo

ow ow v
39. Expresse 6_ e 5— em termos de » € s se: w=x+2y+zz, x=—, y:r2+lns, z=2r.
r s s

Resolucao:

Resposta: a—W:lJrIZr e a_w:g_%
or s os s s
6.4.4 Regra da Cadeia Generalizada
Suponha que W:f(xlaxb'"axn)a xlzgl(ylayz seees Vi )s xzzgz(ylayz T e
xX,=2,(V,Yy,-.., Y, ) sejam todas funcdes diferencidveis, entdo w tera derivadas parciais

em relagdo a y,,,,..., v, , dadas pelas formulas:

ow _ g oo, o

m ox; oy ox, Oy ox, Oy

ow _ oo doy 0, I

5}’2 ax; Oy, ax, 0y, ox, 0y,

wo_ e, Foew

oV, Ox; 0y, 0x, 0y, ox, Oy,

ou G_WZG_W*@ obs.: 6_w:g

dy oOx 0oy ox Ox

REPRESENTACAO EM FORMA MATRICIAL.:
X Oy Ox
v O OV

ov {ayl o, aym}’ o {axl o, axj’ o | A A
ox, o, o,
_a)ﬁ oy, aym_
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Exemplo

40.Dada a fungio w=x’+)’+z> ¢ sabendo que x=r cosOsiny, y=rsinfsiny e
z=r cosvy, calcular as derivadas da fungcdo w emrelagdoa r,0 e .

Resolucao:

Resposta: a—W:Zr ,—=0e —=0
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Exercicios:

41. A altura de um cone circular é de 4=100 po! e decresce a razdo de 10 pol/seg . O raio da
base é de »=50 pol e cresce a razdo de 5 pol/seg . Com que velocidade estd variando o
volume, quando ~=100 pol ¢ =50 pol?

Resolucio:

Resposta:  Portanto, o volume cresce a taxa de 26180 pol®/ seg no dado instante

42. Use a lei do gas ideal com k=10 para encontrar a taxa de variagdo da temperatura no
instante em que o volume do gas é 120 cm> e o gas estd sob uma pressio de 8 din/cm?, se

o volume cresce a taxa de 2cm’/seg e a pressio decresce a taxa de 0,1din/cm? (din,
unidade de forga) por segundo.
Resolucao:

Resposta: A temperatura cresce a taxa de 0,4 graus por segundo no dado instante.
6.4.5 Derivadas de Funcoes Implicitas
1° Caso: F(x,y) = 0 com y = f(x)

Tendo %i 0 no ponto (x, f(x)), pode-se obter Z—y aplicando-se a regra da cadeia

X
_oF
para F(x,y).Entﬁo:a—Fa—era—Fa—y:O:a—Fa—y:—a—F 3a—y=ﬁ.
Ox Ox, Oy Ox Oy Ox ox ox OF

=1 ay
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Exemplo:

43. Encontre Z—y para y*—x*—sinxy =0.
X

Resolucao:
Resposta: a_y = M
Ox 2y—Xxcosxy
44. Dada a equagdo x*+ y’= 1, encontre Z—y usando derivagdo por duas formas:
X
a) Derivando implicitamente;
b) Derivando através de fungdo de uma variavel.
e a) F(x,y)=x’+y*-1
Resolucio:
Resposta: 6_y S
Oox y
e b) y=+l1-x*
Resolucio:
Resposta: a_y S
ox y

22 Caso: F(x,y,z) = 0 com z = f(x,y)

Tendo a—F;t 0 no ponto (x,y, f(x,y)), podem-se obter % e o aplicando-se a
Z

X oy
regra da cadeia para F (x,y,z).
_o%F
e Emrelacdo a x: a—F@ oF 6y oF oz 03%: ax
Ox Q)ﬁ ﬁy QLC 0z ox ox OF
=1 =0 Oz
_%F
OF ox oOF 6y oF oz _ 0z Oy

(] Emrelag:aoay ga gay az ay 35—8—}7

0 o 0z
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Exemplo

. 0
45. Sabendo que z=f (x, y ) é definida por x* y+y3+z3+z: 5, determine g—z e 6_2
X Y

Resolucio:

0z _ —4x%y . oz _ —(x*+3yH)
ox 32241 Oy 32241

Resposta:
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6.5 Mdaximos e Minimos de Funcoes de Viarias Variaveis
Seja w= f (P )uma funcdo de n varidveis e seja Fy e D( f).

Defini¢ao 1: Maximo Local (ou Maximo relativo)
f(F) ¢ um valor maximo local de f se f(F)>f(P) para todo ponto P

pertencente a uma vizinhanga de F.

Defini¢ao 2: Minimo Local (ou Minimo relativo)
f(F) ¢ um valor minimo local de f se f(F)<f(P) para todo ponto P

pertencente a uma vizinhanga de F).

Local maxima
(no greater value of fnearby)

Surface z = f(x, y)

Local minimum
(no smaller value
of fnearby)

Observacao

P, ¢ ponto de maximo ou minimo de f .

Defini¢ao 3: Ponto Critico
By ¢ um ponto critico de w= f ( P) se, todas as derivadas parciais de f* se anulam ou

ndo existem em £ .
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Teorema 1
Se w=f(P) tiver um valor de maximo ou minimo local em F,, entdo, F, ¢ um
ponto critico de f. (A reciproca ndo ¢é verdadeira).

Teorema 2

Tome PeR? ou P=(x,y). Seja PBy=(xy,y,) um ponto critico de w=f(P),
diferenciavel até a segunda ordem ¢ H ( P) o seu Hessiano definido por:

oy of
6x2 6y§x fxx fxy .
H(P)=H(x,y)= = . (Determinante)
O’ f  f| [ Sy
ooy oy?
Entdo:
e (i) Se H(F))>0, w=f(P)admite extremos em F, e:
2
(a) Tem um valor maximo se % <0;
x
2
(b) Tem um valor minimo se %> 0.
x

e (ii) Se H(F)) =0, nada se pode afirmar.
e (iii) Se H(F)) <0, w=f(P)ndo admite extremos em F,, F, tem um ponto de sela.

Exercicios

46. Classificar os pontos criticos da fungdo f (x,y)=3x y*+x>-3x.

Pontos criticos:
Resolucao:
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201
104
z 07 ,
-104 b
-20"/' . . - 0
2 1 o0 a1 =227
X
Resposta: A (0,1) é PONTO DE SELA; B (0,~1) ¢ PONTO DE SELA; C(1,0) &
MINIMO LOCAL de f ¢ D(~1,0) é MAXIMO LOCAL de /.

47. Considerando  f (x,y)=x>+x y+y2+§+é+5, verifique se o ponto (1,1) é ponto
Xy

critico, classificando-o.
Resolucio:

Resposta:  (1,1) ¢ MINIMO LOCAL de f .

48.Seja f(x,y)=2x’+2)°-6x—6y . Analisar os pontos de maximo ¢ minimo de f no
conjunto aberto A4 da figura a seguir.
Ay

133 4

Resolucao:
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Resposta: f possui um ponto de minimo ¢ um de méaximo local. Sdo eles: (1,1) e

(-1,-1).

6.5.1 Teorema de Weierstrass

Seja f:AcR? >R com w=f(x, y ) uma fungdo continua no conjunto fechado e
limitado 4. Entdo existem F e P, € 4 tais que
f(R)< f(P)< f(R)

qualquer que seja P € 4.

Observacao

Esse teorema garante a existéncia do ponto de méximo e do ponto de minimo de uma
fun¢do continua com dominio fechado e limitado.

Exercicio

49. Tome f(x,y)=2x>+2y*-6x—6y do exercicio anterior. Determinar o valor maximo e o
valor minimo de f no conjunto B delimitado pelo tridngulo MNP da figura a seguir.

y
PR3

3
N M x

Resolucao:
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Resposta: O valor de minimo de f é f (1,1)=-8. e o valor de maximode f ¢ f(0,3)=
f(3,0) =36.

6.5.2 Aplicagoes: Exercicios

50. Quais as dimensdes de uma caixa retangular sem tampa com volume 4 m> e com a menor
area de superficie possivel?

.......
-

Resolucao:
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Resposta: (x,y,z)=(022,1).
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7 Integrais Duplas e Triplas
7.1  Introducdo

Alguns personagens importantes que contribuiram para o calculo diferencial e integral:

SEM FOTO
Arquimedes de Siracusa Johann Kepler Bonavcg;u:il:;?nccsco Pierre de Fermat Isaac Barrow Isaac Newton, Sir
(287-212a.C.) (1571 - 1630) v (1601-1665) (1630 - 1677) (1642-1727)

(1598 - 1647)

Gottfricd Wilhelm von
Leibniz
(1646-1716)

O Calculo pode ser dividido em duas partes: uma relacionada as derivadas ou Calculo
Diferencial e outra parte relacionada as integrais, ou Calculo Integral.

Os primeiros problemas que apareceram na Historia relacionados com as integrais sdo
os problemas de quadratura. Um dos problemas mais antigos enfrentados pelos gregos foi o
da medicdo de superficies a fim de encontrar suas areas. Quando os antigos gedmetras
comegaram a estudar as areas de figuras planas, eles as relacionavam com a area do quadrado,
por ser essa a figura plana mais simples. Assim, buscavam encontrar um quadrado que tivesse
area igual a da figura em questao.

A palavra quadratura ¢ um termo antigo que se tornou sindbnimo do processo de
determinar areas.

Quadraturas que fascinavam os gedmetras eram as de figuras curvilineas, como o
circulo, ou figuras limitadas por arcos de outras curvas. As linulas', regides que se
assemelham com a lua no seu quarto-crescente, foram estudadas por Hipocrates de Chios,
440 a.C., que realizou as primeiras quadraturas da Historia. Antifon, por volta de 430 a.C.,
procurou encontrar a quadratura do circulo através de uma seqiiéncia infinita de poligonos
regulares inscritos: primeiro um quadrado, depois um octdgono, em seguida um
hexadecagono, e assim por diante. Havia, entretanto, um problema: essa seqiiéncia nunca
poderia ser concluida. Apesar disso, essa foi uma idéia genial que deu origem ao método da
exaustao.

Nesse contexto, uma das questdes mais importantes, € que se constituiu numa das
maiores contribuigdes gregas para o Calculo, surgiu por volta do ano 225 a.C. Trata-se de um
teorema de Arquimedes para a quadratura da parabola.

Arquimedes descobriu que a area da regido limitada por uma parabola cortada por uma
corda qualquer, ¢ igual a 4/3 da éarea do triangulo que tem a mesma altura e que tem a corda
como base. Esse calculo pode ser encontrado no livro do Simmons, volume 2.

Georg Friedrich Bernhard|
Riemann
(1826 - 1866)

Jacques Bernoulli Johann Bernoulli Carl Fridrich Gauss Augustin Louis Cauchy
(1654 - 1705) (1667 - 1748) (1777 - 1855) (1789-1857)

1 . A . i~
Quando duas circunferéncias se interceptam como na figura a regido em forma de lua crescente
limitada pelos arcos ADB e AEB, ¢ denominada linula.
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Arquimedes gerou também uma soma com infinitos termos, mas ele conseguiu provar
rigorosamente o seu resultado, evitando, com o método da exaustdo, a dificuldade com a
quantidade infinita de parcelas. Este ¢ o primeiro exemplo conhecido de soma infinita que foi
resolvido.

Outra contribuicdo de Arquimedes foi a utilizagdo do método da exaustdo para
encontrar a area do circulo, obtendo uma das primeiras aproximagdes para 0 numero .

Outras "integracdes" foram realizadas por Arquimedes a fim de encontrar o volume ¢ a
area da superficie esférica, o volume e a area da superficie do cone, a area da regido limitada
por uma elipse, o volume de qualquer sec¢do de um paraboldide de revolugdo e o volume de
um hiperboldide de revolucdo. Em seus calculos, Arquimedes encontrava somas com um
numero infinito de parcelas. O argumento utilizado era a dupla “reductio ad absurdum” para
"escapar" da situagdo incomoda. Basicamente, se ndo podia ser nem maior, nem menor, tinha
que ser igual.

A contribui¢do seguinte para o Célculo Integral apareceu somente ao final do século
XVI quando a Mecanica levou varios matematicos a examinar problemas relacionados com o
centro de gravidade. Em 1606, em Roma, Luca Valerio publicou “De quadratura parabolae”
onde utilizou o mesmo método grego para resolver problemas de calculo de areas desse tipo.

Kepler, em seu trabalho sobre o movimento dos planetas, teve que encontrar as areas
de varios setores de uma regido eliptica. O método de Kepler consistia em pensar na
superficie como a soma de linhas - método este que, na pratica, apresentava muita imprecisao.
Analogamente, para calcular volumes de solidos, pensava na soma de fatias planas. Desse
modo, calculou os volumes de muitos sélidos tridimensionais formados pela revolugdo de
uma regido bidimensional ao redor de um eixo. Para o célculo de cada um desses volumes,
Kepler subdividia o s6lido em varias fatias, chamadas infinitésimos, ¢ a soma desses
infinitésimos se aproximava do volume desejado.

Os proximos matematicos que tiveram grande contribuicdo para o nascimento do
Calculo Integral foram Fermat e Cavalierii Em sua obra mais conhecida, “Geometria
indivisibilibus continuorum nova”, Cavalieri desenvolveu a idéia de Kepler sobre quantidades
infinitamente pequenas. Aparentemente, Cavalieri pensou na drea como uma soma infinita de

componentes ou segmentos "indivisiveis". Ele mostrou, usando os seus métodos, o que hoje
n+l

. a
em dia escrevemos: j x"dx = .
0 n+l1

Todo o processo geométrico desenvolvido por Cavalieri foi entdo aritmetizado por
Wallis. Em 1655, em seu trabalho “Arithmetica infinitorum”, Wallis desenvolveu principios
de indugfo e interpolacdo que o levaram a encontrar diversos resultados importantes, entre
eles, a antecipacdo de parte do trabalho de Euler dobre a fun¢ido gama.

Fermat desenvolveu uma técnica para achar a area sob cada uma das, entdo chamadas,
"parabolas maiores": curvas do tipo y=kx", onde k£ > 0 é constante € n = 2, 3, 4, etc. Empregou
entdo uma serie geométrica para fazer o mesmo para cada uma das curvas do tipo y=kx", onde
k>0en=-2,-3, -4, etc. Por volta de 1640, a formula geral da integral das parabolas
maiores era conhecida por Fermat, Blaise Pascal, Descartes, Torricelli e outros.

O problema do movimento estava sendo estudado desde a época de Galileo. Tanto
Torricelli como Barrow consideraram o problema do movimento com velocidades variadas. A
derivada da distancia era a velocidade e a operagdo inversa, partindo da velocidade, levava a
distancia. A partir desse problema envolvendo movimento, a idéia de operagdo inversa da
derivada desenvolveu-se naturalmente e a idéia de que a integral ¢ a derivada eram processos
inversos era familiar a Barrow. Embora Barrow nunca tenha anunciado formalmente o
Teorema Fundamental do Calculo, estava trabalhando em direcdo ao seu resultado; foi
Newton, entretanto, quem, continuando na mesma dire¢do, formulou o teorema.

Newton continuou os trabalhos de Barrow e Galileo sobre o estudo do movimento dos
corpos e desenvolveu o Célculo aproximadamente dez anos antes de Leibniz. Ele desenvolveu
os métodos das fluxions (derivacdo) e fluents (integracdo) e utilizou-os na construgdo da
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mecanica classica. Para Newton, a integragdo consistia em achar fluents para um dado fluxion
considerando, desta maneira, a integragdo como inversa da derivagdo. Com efeito, Newton
sabia que a derivada da velocidade, por exemplo, era a aceleragdo e a integral da aceleracio
era a velocidade.

Newton representava as integrais por um acento grave acima da letra em questao, por
exemplo, a integral de y era representada por .

Leibniz, diferentemente de Newton, usava a integragdo como uma soma, de uma

maneira bastante parecida a de Cavalieri. Dai vem o simbolo I (um 's' longo) para

representar soma.

Ambos desenvolveram o Calculo Integral separadamente, entretanto Newton via o
Calculo como geométrico, enquanto Leibniz o via mais como analitico.

Principalmente como conseqiiéncia do Teorema Fundamental do Célculo de Newton,
as integrais foram simplesmente vistas como derivadas "reversas". Na mesma época da
publicacdo das tabelas de integrais de Newton, Johann Bernoulli descobriu processos
sistematicos para integrar todas as fungdes racionais, que ¢ chamado método das fragdes
parciais. Essas idéias foram resumidas por Leonard Euler, na sua obra sobre integrais.

Apds o estabelecimento do Calculo, Euler daria continuidade ao estudo de fungdes -
ainda prematuro na época - juntamente com Cauchy, Gauss e Riemann. Foi Euler, entretanto,
quem reuniu todo o conhecimento até entdo desenvolvido e criou os fundamentos da Analise.

Hoje em dia o Calculo Integral ¢ largamente utilizado em vérias areas do
conhecimento humano e aplicado para a solugdo de problemas ndo s6 de Matematica, mas de
Fisica, Astronomia, Economia, Engenharia, Medicina, Quimica, por exemplo.

7.2 Integrais Duplas

Integral dupla ¢ uma extensdo natural do conceito de integral definida para as fungdes
de duas varidveis. Serdo utilizadas para analisar diversas situagdes envolvendo célculo de
areas e volumes, determinacgdo de grandezas fisicas e outros.

Defini¢ao
Considere uma fungdo z = f'(x, y) continua e definida numa regido fechada e limitada
D do plano xy.

Z A

z=f(x)

e,
——

<y

Ax, &7 D

A

Tracando retas paralelas aos eixos x e y, recobrimos a regido D por pequenos
retangulos.

J/Ak l)

Ay

4

Z&X}
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Considere somente os retangulos Ry que estdo totalmente contidos em D, numerando-
osde 1l an.
Em cada retangulo Ry, tome o ponto Py = (x;, %) € forme a soma

SOMA DE RIEMANN: D f Gk y)AA,
k=1

onde AAy = A xi-Ayx € a area do retangulo Ry.

Tracando-se mais retas paralelas aos eixos x e y, os retangulos ficam cada vez
menores.

Toma-se mais retas tal que a diagonal maxima dos retangulos R tende a zero quando n
tende ao infinito.

Entao, se

hm Zf(xk ,yk)AAk
n—0 7

existe, ele ¢ chamado INTEGRAL DUPLA DE f(x; , yx)AAy sobre a regido D.
Denota-se por:

J.J. f (x,y)dA4 ou J.J. f (x, y)dxdy.
D

D

7.2.1 Interpretacdo Geométrica
Se f(x, ¥) 20, f (xx , y)AAy representa o volume de um prisma reto, cuja base é o
n
retangulo Ry e cuja altura € f(x; , yx). A soma de Riemann Z f (xk , yi)AAy € a aproximagao
k=1
do volume limitado abaixo da regido z e acima de D.
Assim, sez =f(x, y) >0,

JJf @ y)dxdy
D

¢ o VOLUME DO SOLIDO delimitado superiormente pelo grafico de z = f (x, ),
inferiormente pela regido D.

7.2.2 Area da Regido D

Se f'(x,y)=1 VP(x, y)eD, entdo, V' = 1-areaD.
Logo:

”1 dA = Area da Regido D.
D

7.2.3 Propriedades das Integrais Duplas
e 1. Multiplo constante

” kf(x,y)dA = k” f(x, v)dA (para todo numero k)
D D

e 2. Soma e Diferenca

[JUr ey £ e, pldd = [[ f (v, 3)dA £ [[ g (x, y)dA
D D D
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e 3. Dominagdo

. (a) ”f(x,y)dAZOsef(x,y)ZOemD
D

e O [[fendd= [[g@xy)ddsef(x ) g, y)em D
D D

o 4. Aditividade
([ Gepda =[] 1 pdd + [[ f @ y)dd
D2

D DI
se D for aunido de duas sub-regides ndo sobrepostas D1 e D2.

yA

7.3 Cdlculo de Integrais Duplas

7.3.1 Teorema para o Cdalculo de Integrais Duplas
(i) Regido D,: (i1) Regido Dy
N y A
Y y=g,(%) U —
—y=8 1) Joy —
| R x=h () x= hz(y)‘

a b x X

e (i) Seja D aregido D, da figura anterior. Se f'¢ continua em D, entdo:

g5(x)
T f(xL,y)dy
g1(%)

[[7Gaa=[ 1201 (x v

gi(x
D

7-5

(Teorema 1)
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e (i1) Seja D aregido D, da figura anterior. Se /¢ continua em D, entdo:
Z

hz(Y)

A(y) = o) f(x,y) dx

z=f(xy)

” f(x, y)dA = J.CdJ.ZZ((yy)) f(x, y)dxdy (Teorema 2)
D

7.3.2 Definicdo: Integrais Iteradas
. bpga(x) _ b 82(x)
0[50 Gde= [1|[50 fpdy o

gi1(x)

.. d e hy(y) d hy (y)
o G [T ey = [ [0 ey
Exercicios

1. Seja D aregido do plano xy delimitada pelos graficos de y = x* e y = 2x.

Calcule ” (x* + 4y)dA aplicando: (a) Teorema 1; (b) Teorema 2.
D

e (a) Teorema 1

yA D

Resolucao:

Resposta: —
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e (b) Teorema 2
yA D

Resolucio:

Resposta: %

2. Seja D a regido delimitada pelos graficos das equacdes y =\/;, y=+3x—-18 ey=0.Sef¢

uma fungdo continua arbitraria em D, expresse a integral dupla J.J. f (x, y)dA em termos de
D
integrais iteradas utilizando apenas: (a) Teorema 1; (b) Teorema 2.

e (a) Teorema 1

Resolucio:

Resposta:



e (b) Teorema 2

Resolucio:
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Resposta:

402
3. Dada IOI 5 y cosx° dxdy, inverta a ordem de integragio e calcule a integral resultante.
Yy

yl

A

24)
x=/y)

Resolucio:

y

I 24

y=x

2,0) «x
dydx

Resposta:

0,055
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4. Calcular [ = ” y sinxy dxdy,
D

onde D ¢ o retangulo de vértices (0’§j’ (1, gj , (L) e (0,7).

Y

() (1,1

0,1/2) : 1,m/2)
1,m/2) :
(1 =7 X X
X 0 1 X

Resolucio:

Resposta: 1+§

7.4  Mudanca de Variaveis em Integrais Duplas

Através de uma mudanca de variaveis

x=x(u, v) ey =y(u,v) (1
uma integral dupla sobre uma regido D do plano xy pode ser transformada numa integral
dupla sobre uma regido D’ do plano uv.

7A

<

””” x=x(u,v)
y=yu,v)

» I »
L >

wo U XX
A correspondéncia entre as regides D’ ¢ D ¢ BIJETORA, ¢ podemos retornar de D
para D’ através da transformacao inversa

u=u(x,y)ev=wx,y). )
Considerando que as fungdes em (1) e (2) s@o continuas, com derivadas parciais
continuas em D’ e D, respectivamente, temos
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o(x,
([ e ydy = [[ 1 (st ). 60, 9|22 ®
D D' a(u, V)
onde % ¢ o determinante jacobiano de x ¢ y em relagdo a u e v, dado por
u,v
o Ox
a(x, ) _ ou Ov
o(u,v) &y
ou Ov

A formula (3) ¢ valida se:
e (i) f¢écontinua;
e (i1) asregides D e D’ sdo formadas por um nimero finito de sub-regides do tipo Dy ou D,;

e (iii) 0 jacobiano p # 0 em D’ ou se anula num nimero finito de pontos de D’.

u,v
7.5 Coordenadas Polares
A transformacdo que leva pontos (», 6) do plano 0 a pontos (x, y) do plano xy é dada
por
x =x(r, 0) =rcosb e y = y(r, 6) = rsind 4)
e seu jacobiano ¢ dado por

O(x,y) |cos® —rsin@ .
o(r,0) |[sin® rcosO '
Portanto, a formula (3) pode ser expressa por:
H f (x, y)dxdy =” f (rcosB, rsind)rdrdo. &)
D D'

7.5.1 Obtencdo da formula

Para que (4) seja bijetora, considera-se 70 para os quais » e 0 satisfazem:

r>20e0<0<2nour>0e-n<0O<m.

Para os célculos, pode-se considerar < como sendo <.

eA ylk
D Retangulos D
(
0+A0 —_—
0 ) a / x=rcos0 0+A0
y=rsen ; o
; ;+Ar 2 A X

Existe uma correspondéncia entre A4’ ¢ A4, que veremos a seguir:

7.5.2 Area AA’ do retingulo em D’
AA’ = Ar-AB
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7.5.3 Area AA do retingulo polar em D

, . 1
Area de um setor circular: 4 = 5 720

AA ¢ a diferenga entre dois setores circulares de mesmo angulo A6 e raios R e 7.

Ad = lRZ.Ae - er.Ae
2 2

AA:%(RZ—rZ).Ae =R=r+Ar
A = %((rJrAr)2 —rz)er = %(rz +2rAr + AF? —rz)er = %(2rAr+Ar2)~A9
AA:%(errAr).ArAe:M.Ame:”R.Ame = =1ER

Ad =1 -ArAO = 1, - A4’

Setor menor (7)

Setor maior (R)

A = 1AL

7.5.4 Integral dupla em D’
Assim, obtemos o jacobiano 7 da formula (5).
Enumerando os retangulos polares e 1 a r, tome um ponto arbitrario

(Xk » i)
no k-ésimo retangulo. Este ponto pode ser representado por

(7 cosBy , 1y sinby)
que tem representacdo (r; , O;) referente a regido correspondente em D’. Assim, a soma de
Riemann

Z S (k5 yi)AAk
k=1
¢ equivalente a

Zf (7x cosOx , ri sinBp)rr AA',
k=1

onde AA'; = Arp-AB; ¢é a area do k-ésimo retangulo em D’.
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Assim, se tomarmos limite com n — o« com 0 maximo das diagonais dos » retangulos

tendendo a zero, temos
n

lim » f(rxcosOx, rk sinBp)ry AA',
" k=

que equivale a integral
[[ £ (reos0, rsin6)rdrdo
D

dada pela formula (5).

Exercicios
5. Calcular / =” \x% + y? dxdy, sendo D o circulo de centro na origem e raio 2.
D

Identificar D’ em r0, com correspondéncia ao D em xy.
Contorno da regido D: x* +y* = 4.

, |10<06<2n
“lo<r<2
4 x=rcos0 04
y=rsen® 2n

2 / \
ﬁ r 0 D
)

p) iz
Resolucio:

Resposta:
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6. Calcular / =J.J. e dxdy, onde D é a regido do plano xy delimitada entre x* + y* = 4 e

D
x2+y2=9.
0<06<2n
Regido D: x>+ y* 24 N x* +)* <9 Regido D’:
& Y Y g 2<r<3
y
—
D
"0
3X
Resolucao:

Resposta: (e9 —e* ) T

7.6  Cdlculo de Volumes (Aplicagoes)

Para f'(x, y) > 0, a integral
V=[] 1 (xd4 ()
D

nos da o volume do sélido delimitado superiormente pelo grafico de z =f (x, y), inferiormente
pela regido D e lateralmente pelo cilindro vertical cuja base ¢ o contorno de D.

Exercicios

7. Calcular o volume do sélido acima do plano xy delimitado por z = 4 — 2x* — 2)%.

Resolucao:
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Resposta: 4w u.v.

8. Calcular o volume do sélido delimitado superiormente pelo grafico de z = 4 — x — y,
inferiormente pela regido delimitada porx =2, x=0,y=0¢ey =ix +% e lateralmente

pelo cilindro vertical cuja base ¢ o contorno de D.

Resolucio:

Resposta: V= 175 unidades de volume.
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7.7 Calculo de Areas de Regioes Planas

Fazendo f(x, y) = 1, a 4rea da regido de integracdo D ¢ dada por:
A= j j dA (7)
D

Exercicio
9. Calcular a 4rea da regido D delimitada por x = > + 1 e x + y = 3. Calcular pelas duas

formas:

a) D, (Teorema 1)

b) D, (Teorema 2)
Por (7), A =”dA
D

Resolucao:
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Resposta: % u.a. (unidades de area)

7.8  Integrais Triplas

Defini¢ao

Seja w = f (x, y, z) uma fungdo definida e continua numa regido fechada e limitada 7
do espago. Subdividimos 7 em pequenas sub-regides tracando planos paralelos aos planos
coordenados.

z

T

(xkaykazk)

P
X

Numeramos os paralelepipedos no interior de 7'de 1 até n. Em cada um dos pequenos
paralelepipedos 7%, escolhemos um ponto arbitrario (xk, Vi, zx).

n
Formamos a soma »_ f (x4, ¥, zx)AV}, onde AV € o volume do paralelepipedo 7j.
k=1
Faz-se isso de maneira arbitraria, mas de tal forma que a maior aresta dos

paralelepipedos 7 tende a zero quando n — oo.

n
Se existir lim Z f %k Vi Z)AV;, ele é chamado:

n= ot

INTEGRAL TRIPLA da funcido f'(x, y, z) sobre a regido T e representamos por

m.f(x° ¥,2)dV ou mf(x,y, 2)dxdydz
r T

Propriedades
De forma andloga a integrais duplas, temos:

o 1. jljkfdl/:kjljfdl/;
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o 2. ([[(ixpav=|[[fav= [[[ fav;
T T T

o 3. J.ij.f deg_‘.deJr J.J_‘.f dV,onde T= T, U T», como mostra a figura a seguir.
T

7.9  Cdlculo de Integrais Triplas

Através das trés situagdes seguintes, o calculo da integral tripla sera reduzido,
inicialmente, a resolugdo de uma integral dupla.

Serdo apresentados trés casos: (i), (ii) e (iii).
e (i) Dominio D:

| z=(x,y)

) 2= h(x,y)

e
y

e (ii) Dominio D’:

y=pax, 2)

T
/ y
X

e (iii)Dominio D

e (i) A regido T ¢ delimitada inferiormente pelo grafico z = hi(x, y) e superiormente pelo
grafico z = hy(x, y), onde &, e hy sdo fungdes continuas sobre a regido D do plano xy.

[ i [y, 2)dv = IDI [ [ :((yy)) f(x, z)dz} dxdy (8)
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Logo, se, por exemplo, a regido D for do tipo D,:
g(x) < y<g,(x)
a<x<b

a integral tripla serd dada pela seguinte integral iterada tripla:
b g2(x) ¢ ha(x,y)
J.J.J.f(xa Vs Z)dVZJ.aJ. ’ J. YU (%, y, 2)dzdydsx.
T

gi1(x) ¢ hy(x,y)

e (ii) A regido T ¢ delimitada a esquerda por y = pi(x, z) e a direita por y = pa(x, z), onde p; e
P2 sdo fungdes continuas sobre a regido D’ do plano xz.

P

J.ijf (x, y, 2)dV = g [ J‘ PZ(S:Z)) f(x,, z)dy} dxdz )

e (ii) A regido T ¢ delimitada na parte de traz por x = ¢q1(), z) e na frente por x = g2(y, z),
onde ¢; e ¢» sdo fungdes continuas sobre a regido D do plano yz.

[ l [/ Gy, 2av= Ij) J [ J2 e, z)dx} dydz (10)

qi(

Exercicios

10. Calcular / = j j j xdV, onde T ¢ o solido delimitado pelo cilindro x> +* = 25,
T

pelo x + y + z= 8 e pelo plano xy.

Resolucao:
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Resposta: 1= _625 yis

11. Calcular I = IH ydV, onde T ¢ a regido delimitada pelos planos coordenados e pelo plano
T

J’_

N =

X +z=1.
3
T

¢ o tetraedro representado a seguir:

3Xx

Neste caso, T se enquadra em qualquer um dos casos: (i), (ii) ou (iii). No desenho, ¢
sugerida a utilizacdo de (i).
Resolucio:

Resposta: 1 :l

7.10 Mudanca de Variaveis em Integrais Triplas
Seja I dada por (10):

I= j j j £ (x, v, 2)dxdydz (10)
T

Induzindo novas variaveis de integracao u, v, w com x = x(u, v, w), y = Wu, v, w) e
z =z(u, v, w), a integral (10) fica:

Izﬂljlf (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))
b

o(x,y,z)

o(u,v,w)

dudvdw

(11)
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o(x,,2)

onde 7" é a correspondente regido no espago u, v, w e
o(u,v,w)

¢ o determinante jacobiano

dex,yezemrelacdo au, ve w.

7.11 Integrais Triplas em Coordenadas Cilindricas
A relac@o entre as coordenadas cilindricas e cartesianas é dada pelas equagdes:

x = rcosO y = rsind z=z

O jacobiano de x, y, z em relag@o as novas variaveis », 0 e z é:

cosO® —rsin® O

M= sin® rcos® O=r
o(r,6,z)
0 0 1
Assim, usando (11), vem:
[[[ £ Gy, 29dv =[[[ £ (rcos6, rsinG, 2)rdrdodz (12)
T T

onde 7" é a regido T descrita em coordenadas cilindricas.

Exercicio

12. Calcular / =”I (x* + y*)dV, onde T ¢ a regido delimitada pelo plano xy, pelo paraboloide
T

z=x>+)" e pelo cilindro x* + y* = a”.

2+yi=q
r=a
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. yoqe . . . . 2 2
A regido T ¢ limitada inferiormente por z = 0 e superiormente por z = x* + y~ que, em
coordenadas cilindricas, tem equagio z = 7.

Observacdo: Levando-se em conta que a regido 7T se enquadra no caso (i), pode-se
escrever a equacdo (12) representada pela (13).

117 :2(”66) £ (rcosh, rsind, 2)dz |rdrd® (13)
D 1(}", )
e Onde A e hy delimitam 7 inferior e superiormente.

e D’ ¢ aprojegdo de T sobre o plano xy descrita em coordenadas polares.
Resolucao:

6
am

Resposta: 1 :T

7.12 Integrais Triplas em Coordenadas Esféricas

A relacdo entre as coordenadas esféricas e cartesianas é desenvolvida da seguinte
forma, conforme figura a seguir:

r=psen¢
z z=pcosd

x = psendcosO
y = psendsend
z = pcosd
O jacobiano de x, y, z em relagdo as novas variaveis 7, 0 e ¢ é:

sin pcos® —psinpsin® pcospcoso
=[singsin® psindcosd  pcosdsinB|= psing
os¢ 0 —psind

Assim, usando (11), vem:

ox, y,2)
a(p,6,9)

”I 1, z)de”I f (psendcosO, psendsend, pcosh)psinddpdddd
T il

onde 7" ¢ a regido de integracdo 7 descrita em coordenadas esféricas.
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Exercicio

13. Calcular / =”I zdV, onde T é a regido limitada superiormente pela esfera x* + y* + 2 =16
T

¢ inferiormente pelo cone z = /x* + y? .

M
Esféra p=4

Resolucio:

Resposta: /=327
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7.13 Aplicacoes Fisicas da Integral Dupla

Usando as integrais duplas, podemos encontrar a massa, o centro de massa € o
momento de inércia de uma lamina plana ndo homogénea, com a forma de uma regido R e
com densidade de area em um ponto (x, y) de R dada pela fun¢do continua p = p(x, y).

A massa total da 1amina ¢é definida por:

M= [[p(x,y)da
R
Além disso, 0 momento de massa em relagdo ao eixo x é dado por:
M. = [[yp(x,y)dA
R
Analogamente, 0 momento de massa em relagdo ao eixo y € dado por:
M, = [[xp(x,y)dA
R
O centro de massa, denotado por (X, y) ¢ definido por:

M
fz—yeszx

M M
O momento de inércia em rela¢do ao cixo x é:

L= [[p(x, y)d4
R
O momento de inércia em relagdo ao eixo y é:
L= [[¥*p(x,)dA
R
O momento de inércia polar ¢é:

I= [[(* +y7)p(x, y)dd
R

Observacao

2 2 2 ~ ~ - A .
Os valores yz, x~ e (x” + y") que aparecem nestas expressoes sdo as “distancias ao
quadrado”, como mostra a figura a seguir:

VA

R

»

X TX

No retangulo genérico Ry, temos o ponto (X, V) € Ry, €:
x} ¢ o0 quadrado da distancia de Py ao eixo y.

yi é o quadrado da distancia de Py ao eixo x.

x,f + y,f ¢ o quadrado da distancia de Py a origem.
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Exercicios

14. Determinar o centro de massa da chapa homogénea da figura abaixo.

Ya
3a

+2a

Resolucao:
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Resposta: (x,y)= (O,%}

15. Calcular o momento de inércia em relagdo ao eixo dos y da chapa da figura a seguir,
sabendo que a densidade de massa ¢ igual a xy Kg/m".

BZY y:ﬁ
2 |

R

v

Resolucio:

Resposta: 102,4 Kg/m2

7.14 Aplicacoes Fisicas da Integral Tripla

De maneira analoga ao que foi feito com as integrais duplas, vamos analisar o uso das
integrais triplas para calcular a massa de um corpo, as coordenadas do seu centro de massa € o
momento de inércia em relagdo a um eixo L.

Seja 7 um corpo ou solido delimitado por uma regido fechada e limitada do espaco.

Suponhamos que a densidade de massa por unidade de volume, em relagdo a um ponto
(x, v, ), € dado pela fungdo & = d(x, y, z), continua em 7.

A massa total do corpo ¢ dada por:

M= Hja(x,y,z)dV
T

O momento de massa em relagdo ao plano xy do sélido 7 ¢ dado por:
My, = j j j 28(x,y,2)dV
T

Analogamente, o momento de massa em relagdo aos planos xz e yz sdo dados por:
My = [[[y3Cx,3,2)aV e My = [[[x3(x,y,2)dV
T T

Obtemos assim o centro de massa do so6lido 7, denotado por (X,¥,z) definido por:
M M M

yzjy: xZeZ: xy

M M M

X =
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Outro conceito importante ¢ o de momento de inércia em relagdo a um eixo L. No caso

de solidos, temos que a distancia de uma particula, com massa concentrada em (x, Vi, zk), até
os eixos coordenados ¢ dada por:

e FEixo z: dxy:\/x,ery,f;

O 1 _[.2. 2.
e Eixoy: d. =X +zi;
e Eixox: d,.=+yi+z.

O momento de inércia em relacdo ao eixo z é:

L= [[[ 2 + y*)3(x,p,2)dV
T

O momento de inércia em relagdo ao cixo x é:
L= [[[0* +2)8(x,,2)dV
T

O momento de inércia em rela¢do ao eixo x é:
L= [[[62 +2%)8(x,y,2)dV
T

Exercicios

16. Calcular a massa e¢ o centro de massa do s6lido 7, delimitado por 2x + y + z =1 ¢ os

planos coordenados, sabendo que a densidade de massa em P(x, y, z) € proporcional a
distancia até o plano xy.

Resolucao:
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Resposta: M= K unidades de massa. Centro de massa: L , 1 , 6
48 105715
17. Encontrar o momento de inércia em relagdo ao eixo z do s6lido delimitado pelo cilindro

x* +1* =9 e pelos planos z = 2 ¢ z = 4, sabendo que a densidade de massa ¢é igual a
(* +)7) kg/m’.

Resolucio:

Resposta: 486w kg-m*
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7.15 Exercicios

18. Calcular a integrall=J.;J.;1 efyzdydx.

Resolucio:

Resposta: I:é(l—e‘m)

19. Calcular / =J.J.\/;sin(x\/;) dA onde D ¢ a regido delimitada por x =0, y = g ex =\/; .
D

VA
Y

2

v

SE]

Resolucio:
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Resposta: =

20. Calcular / =” xy dA onde D ¢ o tridngulo OA4B da figura a seguir.
D

Resolucio:
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Resposta: [ :§

21. Usando coordenadas polares, escrever na forma de uma integral iterada,

a integral / :J.J.f(x,y) dxdy onde D ¢ a regido delimitada por x* +1* —ay =0, a > 0.
D
Resolucio:

asin©
Resposta: Izj.onjlo f(rcos®,rsin0)r drd0

22. Calcular [ = dxd , sendo D a regiﬁo delimitada por x2 + V2 —ax = 0, a>0.
Y 'y
D

Resolucio:
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Resposta: /=0

23. Calcular 1 :”\/)cz +y? dxdy, sendo D a regido limitada pelas curvas:
D

3
xt+yt=2x, x*+y? =4x, y=x eszx.

=V

Resolucao:
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Resposta: 1= %(1 072 -1 1)

24. Calcular [ = ” (x — y) dxdy, sendo D o paralelogramo limitado pelas retas:
D

x—y=0,x—y=1,y=2xey=2x—4.
)Mk
"

4

D,

| »

A/ L3 s
x-y=07 =

x—y=1 y=2x| y=2x—-4

Resolucio:
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Resposta: /=2

25. Calcular [ = J.J. ((x -2 +(y- 2)2)dxdy ,onde D ¢ aregido delimitada pela circunferéncia
D

(x-2Y+ (-2 =4
Obs.: Aconselha-se o uso de duas transformagoes:
1fu=x-2ev=y-2; 2% coordenadas polares.
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Resolucao:

Resposta:  /=8n
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26. Calcular o volume do sélido no primeiro octante delimitado por y + z = 2 e pelo cilindro
que contorna a regido delimitada por y = x* e x =,

Va

1,7 i
Regido D k—x=y

Resolucio:

Resposta: V= % unidades de volume

27. Calcular o volume do s6lido abaixo do plano xy delimitado por z = x* + y* — 9.

Resolucao:
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Resposta: V= %n

28. Calcular o volume do s6lido no primeiro octante, delimitado pelos cilindros x* + y* = 16 ¢
2 2
x"+z =16.

Resolucio:

Resposta: V= % unidades de volume
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29. Calcular o volume do tetraedro dado na figura abaixo.

Z
3

Resolucio:

Resposta: V' =1 unidade de volume
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30. Calcule a area da regido delimitada por y=x", y=—xe y= 2x + ? .
VA
8 =3
y=-x DT
4 y=x3
-4 T T T ) T 2 ?

Resolucio:

Resposta: 4 =24 unidades de area
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8 Formulario e Referéncias

8.1 Formuldario de Derivadas e Integrais

DERIVADAS: INTEGRAIS:
Tome u e v como fungdes em x. 1 Iudv —uy— Ivdu
Sejam D_u=u’ e c uma constante.

n+l

1Jrc,(n;t—l)

1) D.c=0 2) Iu"du =
2) D u+vi=u+v

n+

1
3) D (uv)=uv+uv’ 3) J.;du =Infu|+ ¢

4) Dx (Ej = u v—zuv 4) Ieudu =é'+ ¢
v \% .
; oy = 4L
5) Dx [f(u)] = va(u) u 5) J.a W = —

4 6) Isenudu =—Ccosu + ¢

6 D u' =nu"-w

7) Deé'=ée"u 7 Icosudu =senu + ¢

8 D.a"=da"-lna-uw 8) Isecz udu =tgu+ c

9) D Inful= 1. u 9 J.CSCZ udu = —cotu + ¢
u

10) I(secu -tgu)du = secu + ¢

10) D _log,lu| = ! uw
x Ok ulna 11) I(cscu -cotu)du =—cscu +c
1) D, senu = cosu - u 12) Itgudu = —In|cosu| + ¢
12) D, cosu=-senu - u’
’ , 13) Icotudu = In|senu| + ¢

13) D tgu=secu-u

14y D, cotu= —escu - u’ 14) Isecudu = In|secu + tgu| + ¢

15) D secu =secu - tgu - u’ 15) Icsc udu = In|cscu — cotu| + ¢
16) I du__ _ arcsen ™ + ¢
16) D, cscu = —cscu - cotu - u (a2 _ 12 a
'
17) D, arcsenu = - 17) J' du_ _ 1 arctgz te
N1-u a’+ u2 a a
18 D —u 18)
arccosu = —— I =— arcsec —+c
V1-u? uNu® —a’
u' du 1. |lu+a
19) D arctgu = 5 19) I > =—1In +c
I+u a’—u 2a |lu—a

u

- du
200 D arcsecu = A ‘ N 2‘
1 20) j = Inju +Nu"—a”| +c

8-1
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