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Calculo Vetorial

1.1. Funcdes Vetoriais e Equacoes Paramétricas no Plano

Suponha que uma particula se movimenta de tal forma que as coordenadas (z,y)
de sua posi¢ao em qualquer instante ¢ sejam dadas pelas equagdes x = f(t) e y = g(t).
Entao, para todo numero ¢t no dominio
comum a f e g haverd um vetor f(t)i+ g(t)j, \
e os pontos finais das representacoes posicio- Posicio da particuls
nais desses vetores tragarao uma curva C' per- notempor T\ (). (1))
corrida pela particula. Isso nos leva a consi-
derar uma funcao cujo dominio seja um con-
junto de nuimeros reais e cuja imagem seja
um conjunto de vetores. Tal funcao é cha-
mada de fun¢ao com wvalores vetoriais.

Definicao 1.1.1

Sejam f e g duas fungoes com valores reais de uma variavel real t. Entao, para
todo numero real t do dominio comum a f e g havera um vetor R definido por

R(t) = f(1)i+g(t)j

e R sera chamado funcao com valores vetoriais.
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Exemplo 1.1.1

Seja R a funcao vetorial definida por
R(t) =Vt —2i+ (t—3)7j. (1.1.1)

Se f(t) =Vt —2eg(t) = (t —3)7, o dominio de R serd o conjunto dos valores
de t para os quais ambas f(t) e g(t) estao definidas. Como f(t) estd definido para
t >0 e g(t) esta definida para todo t real exceto para t = 3, o dominio de R é
{t:t > 2.t +3).

A equacao R(t) = f(t)i+ g(t)j é chamada de equagao vetorial e define a curva
C. Essa mesma curva C' também é definida pelas equacoes

r=ft) e y=g(t) (1.1.2)

que sao chamadas de equagoes paramétricas de C. A variavel ¢ é um parametro.
A curva C' também é chamada de grafico, isto é, o conjunto de todos os pontos (z, y)
satisfazendo (1.1.2) é o gréfico da fungao com valores vetoriais R.

A equacao vetorial de uma curva, bem como as equagOes paramétricas de uma
curva, dao a ela uma direcao em cada ponto. Ou seja, se considerarmos a curva como
sendo o caminho descrito por uma particula no plano, poderemos identificar a direcao
positiva ao longo da curva como sendo a dire¢ao na qual a particula movimenta-se
quando t cresce. Em tal caso, t pode ser tomado como a medida do tempo e o vetor
R(t) como o vetor posigao.

Se o parametro ¢ for eliminado do par de equagdes (1.1.2), obteremos uma equagao
em x e y chamada de equacao cartesiana de C.

Exemplo 1.1.2

Dada a equacao vetorial
R(t) = 2costi+ 2sintj.

(a) Faga um esbogo do gréfico dessa equacgao e (b) ache a equagao cartesiana do
grafico.

Solucao: O dominio de R ¢é todo o conjunto dos nimeros reais. Os valores de x
e y para valores especificos de t podem ser dispostos em uma tabela. Calculemos o
modulo do vetor posicao. Para todo ¢,

IR(®)|| = V/4cos?t + 4sin?¢
= 2V cos?t + sin’ t
= 2.
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Assim, o ponto final da representagao posicional de cada vetor R(t) estd a duas
unidades da origem. Fazendo ¢ assumir todos os valores do intervalo fechado [0, 27],
obtemos uma circunferéncia de raio 2 e centro na origem. Com isso completamos o
grafico, pois qualquer valor de ¢ dard um ponto sobre essa circunferéncia. As equagoes
paramétricas da curva sao:

xr=2cost e y=2sint.

(b) Uma equagao cartesiana da curva pode ser encontrada, bastando eliminar ¢
das duas equacoes paramétricas. Isso pode ser feito se elevarmos ao quadrado cada
equacao paramétrica e somarmos para obter:

2 +y? = 4.

Exemplo 1.1.3

Dadas as equacoes paramétricas
r=t"—2t e y=t+1

(a) Ache uma equagao cartesiana da curva e (b) faca um esboco do grafico definido
por essas equagoes.

Solugao (a) Observe que, a partir da segunda equagao, t = y — 1. Substituindo isto
na primeira equacao obtemos

r=t*—-2t=(y—1>*-2@y—1)=y* -4y +3.

Assim, a equacdo cartesiana para essa curva é v = y? — 4y + 3.

(b) Pela equagao cartesiana da curva obtida no item (a) é facil ver que o gréfico
é uma parabola com a concavidade voltada na direcao do eixo x positivo e cortando
0 eixo y nos pontos y =1 e y = 3.

Vimos que, eliminando ¢ das equagoes paramétricas (1.1.2), obtemos a equagao
cartesiana. Esta, implicitamente ou explicitamente, define y como uma ou mais
fungoes de x. Isto é, se x = f(t) e y = ¢(t), entdo y = h(x). Se h for uma funcao
diferenciavel de x e f for uma funcao diferenciavel de ¢, entao, pela regra da cadeia,

dy dy dx
dt — dr dt’
dx o : . x
Se 7 # 0, podemos dividir ambos os membros da desigualdade acima por 7 e
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dy

dy B dt

&= do (1.1.3)
dt

A igualdade (1.1.3) possibilita-nos encontrar a derivada de y em relagdo a x dire-

tamente das equagoes paramétricas.
dy _ d (dy &y dly)
— |, entao —5 = ——=. Assim,

C I _°
omo dr? dx \dz dz? dx
L)
¥y dt
o= i (1.1.4)
dt

Exemplo 1.1.4
Dadas as equacgoes paramétricas

r=3t> e y=4t

he W e CY o eliminar ¢
ache —— e - sem eliminar t.
~ dy , dx
Solugao: Como — = 12t* e — = 6t, de (1.1.3) temos
dt dt
d 2
dy _ 1200 o,
dx 6t

d /
Como ¢ = 2, Si) — 2. Entio, de (1.1.4),

, d(y')
dy_ dt 2_ 1

de? — dz 6t 3t
dt

Exemplo 1.1.5
(a) Faga um esbogo do gréfico definido pelas equagées paramétricas do Exemplo
1.1.4, e (b) ache uma equagao cartesiana do grafico.

Solugao: As equacoOes paramétricas sao:

r=3t e y=4t’

-5 -
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(a) Observamos que x é nao—negativo. Assim, o grafico estd restrito ao primeiro e

quarto quadrantes. A Tabela 1 abaixo da os valores de = e y para valores especificos

d d
de t. Como d—y = 2t entao quando t = 0, d_y = 0. Logo, no ponto (0,0), a reta
x

x
tangente é horizontal. Partindo deste fato e com os pontos obtidos na Tabela 1,
obtemos o esboc¢o do grafico que aparece na Figura 1.

Tabela 1

t T Y
0 0 0

1 3 1

2 4 2

1 3 4

2 12 32
_1 3 _1 L

2 4 2
_1 3 _4 x=02y=0
-2 12 -32 Comsrete)

(b) Das duas equagoes paramétricas obtemos x® = 27t5 e y? = 16t5. Resolvendo
essas equacoes para to e eliminando %, obtemos

3 2 , ,
— = =— ouseja 16z° = 27Ty".
27 ~ 16 ) Y
que é a equacao cartesiana pedida.
Note que se derivarmos a tltima igualdade implicitamente em relacao a x obtemos

dy dy  8x?
482% = bdy—= ou, ainda —= = —.
yd:v dx 9y
Substituindo x e y em termos de t pelos valores dados nas equagoes paramétricas,

obtemos
dy  8(3t?)?

dr — 9(413)

=2t

d
o que esta de acordo com o valor ja obtido de Y o exemplo anterior.

Segue de (1.1.3) que se num dado ponto % =0e Cfl—f # 0, entao % =0eo
grafico do par de equagoes paramétricas tera uma reta tangente horizontal no ponto.
Além disso, se num dado ponto d—f =0e % # 0, entao % nao existird nesse ponto
e o grafico podera ter uma reta tangente vertical passando nesse ponto.
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1.1.1. Lista de Exercicios.
Nos exercicios de 1 a 6, ache o dominio da funcao R com valores vetoriais.

(t) = (1/1)i+ V4 —1j R(t) = (*+3)i+ (t —1)j

1.R 2.
3. R(t) = (sin™' t)i + (cos ™ t)j 4. R(t) = In(t + 1)i + (tan"1(1))j
5.R(t) = V2 — 9i + \/t2 + 2y — 8§j 6. R(t) = vt —4i+ V4 —1j
2
Nos exercicios de 7 a 12, ache — e —, sem eliminar o parametro.
dr — dx?

T.x =23t y=2t 8.x=1—-1t% y=1+t

9.2 =t%! y=tint 10. z =e*, y=1+cost

11. z = acost, y = bsint 12. z =sect, y=tant

13. Ache uma equacao da reta tangente a curva x = 1+3sint, y = 2—>5cost,
no ponto onde t = z.

14. Ache uma equacao da reta tangente a curva x = 2sint, y = 5cost, no
ponto onde t = %

15.  Um projétil move-se de tal forma que sua posi¢ao em cada instante t seja
dada pelas equacoes paramétricas x = 60t e y = 80t — 16t>. Faca um esboco da
trajetoria do projétil.
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1.2.Célculo de Funcoes com Valores Vetoriais

As definigoes de limites, continuidade, derivadas e integrais indefinidas de fungoes
vetoriais envolvem as defini¢oes correspondentes para fungoes com valores reais.

Definicao 1.2.1

Seja R uma funcao com valores vetoriais cujos valores funcionais sao dados por
R(t) = f(t)i+ g(t)j.
Entao. o limite de R(t) quando t tende a 1, serd definido por
lim R(¢) = ngg f (t)} i+ ngg g(t)} J

se lim f(t) e lim g(t) existirem.
t—to t—to

Definigao 1.2.2

A funcao R com valores vetoriais sera continua em ty se e somente se as trés
condigoes seguintes forem satisfeitas:

(i) R(to) existe;

ii) lim R(t) existe;

(ii) lim (t) existe;

iii) lim R(t) = R(ty).

(i) Jim R(t) = R{to)

Definicao 1.2.3

Se R for uma fungao com valores vetoriais, entao a derivada de R também sera
uma funcao com valores vetoriais, denotada por R’ e definida por

R(t + At) — R(t)

se esse limite existir.

As notagoes E(t) e D;R(t) poderao ser usadas ao invés de R/(t).
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Teorema 1.2.1

Se R for uma funcao com valores vetorias definida por

R(t) = f(t)i+ g(1)j

entao
R(t) = f'(t)i+ g (t)j
se f'(t) e ¢'(t) existirem.

Uma interpretagao geométrica da Definicao 1.2.3 pode ser obtida se considerarmos
as representagoes dos vetores R(t), R(t + At) e R(¢).

A curva C ¢é tracada pelo ponto final da re- T aa =y

presentacao posicional de R(t) quando ¢ as- i
sume todos os valores do dominio de R. Se &
o vetor R(t + At) — R(t) for multiplicado &

pelo escalar 1/At, obtemos um vetor com
mesma diregao e cujo médulo é 1/|At| vezes
o médulo de R(t + At) — R(¢). Quando At
tende a zero, o vetor [R(t + At) — R(t)/At]
tende a um vetor tendo uma de suas repre-
sentacoes tangente a curva C' no ponto t.

h=0

Definicao 1.2.4

Dizemos que uma funcao com valores vetoriais R é diferenciavel num intervalo
se R/(t) existir para todos os valores de t no intervalo.

O teorema abaixo da as formulas de derivagao para funcgoes com valores vetoriais.
As demonstracoes baseiam-se no teoremas sobre derivacao de fungoes com valores
reais.
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Teorema 1.2.2

Sejam R e Q fungoes vetoriais derivaveis de t, C um vetor constante, ¢ qualquer
escalar e f qualquer funcao escalar derivavel.

1. Regra da funcio constante: %c — 0.

2. Regras da multiplicagdo Z%kR@ﬂ:cRKw.

por escalar: CUORM] = FORM + f(OR()
3. Regra da soma: %[R(t) L Q)] = R(H) + Q).

4. Regra da diferenca: %[R(t) — QW) =Rt - Q)

4
dt
4
dt

[R(1)-Q(1)] = R'(t) - Q(t) + R(t) - Q(t).

5. Regra do produto escalar:

6. Regra da cadeia: [R(f(t)] = f(O)R(f(1))

Vamos definir agora uma integral indefinida (ou antiderivada) de uma fungao com
valores vetoriais.
Definigao 1.2.5

Se Q for a funcao com valores vetoriais dada por

Q(t) = f()i+g(t)j

entdo a integral indefinida de Q(t) sera definida por

/Q(t) dt — (/ (1) dt) i+ (/g(t) dt> i (1.2.1)

Essa defini¢ao é consistente com aquela da integral indefinida de uma funcao com
valores reais, pois se tomarmos a derivada de ambos os membros de (1.2.1) em relagao

- 10 -
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%/Q@ﬁ::%(/ﬂw@y+%(/go@ﬁ
:%%(/f@da+j%(/ﬁ@dg

= f(t)i+g(t)i.
Cada uma das integrais do lado direito de (1.2.1) d4 origem a uma constante real

arbitraria. Quando multiplicamos cada uma das contantes por i e por j obtemos um
vetor constante arbitrario na soma. Assim,

/Q@ﬁ:R@+C

d
onde %R(t) = Q(t) e C é um vetor constante arbitrario.

Exemplo 1.2.1

Ache a fungao com valores vetoriais mais geral, cuja a derivada é

Q(t) = sinti — 3 costj.

Solugao: Se R'(t) = Q(t), entao R(t) = /Q(t) dt, isto é,

R(t) :i/sintdt—Bj/costdt
=1i(—cost+ C}) — 3j(sint + Cy)
= —costi — 3sinti + (C1i — 3C4j)

= —costi — 3sintj + C.

O seguinte teorema nos sera util mais adiante.

Teorema 1.2.3

Se R for uma fung¢ao com valores vetoriais, diferencidvel em um intervalo e | R(t)||
for constante para todo t no intervalo, entao os vetores R(t) e R'(t) serao ortogo-
nais.

A interpretacao geométrica do teorema anterior é a seguinte: se o vetor R(t) tiver
modulo constante, entao sua representacao posicional tera seu ponto final sobre a

- 11 -
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circunferéncia centrada na origem e de raio igual a ||R(¢)]|. Assim, o grafico de R()
é essa circunferéncia. Como R/(f) e R(t) sao ortogonais as representagoes de R(t)
serao perpendiculares as representagoes de R/ ().

- 12 -
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1.2.1. Lista de exercicios

Nos exercicios de 1 a 5, ache o limite indicado, se ele existir.

2

4
1. R(t) = (3t — 2)i + t3j; im R(¢t) 2.R(t)=(t—2)i+ ! j; im R(¥)
t—2 t—2 2
N, oo t?—2t—3, t?—5t+6,
3. R(t) = 2sint)i + costj; tEITE}2 R(t) 4. R(t) = P +— 5 3 Ilth%R(t)

5. R(t) = e+ |t + 1j; [lim R(?)
_)_

Nos exercicios de 6 a 14, ache R e R”.

6. R(t) = (t* —3)i+ (2t +1)j 7. R(t) = e*i+ Intj
8. zR(t) = cos(2t)i + tantj 9. R(t) = tan'ti + 2]

t—1, t—2, 5 1. .
10. R(t):t+11+TJ 11. R(t) = (t* +4) "i+ /1 — 5ij
12. R(t) = V2t + li+ (t — 1)%j 13. R(t) = (5sin(2t))i — sec(4t)j

14. R(t) = (e* + 2)i + 2¢¥j
Nos exercicios 15 e 16, ache 4||R(¢)].
15. R(t) = (t — 1)i+ (2 —1)j 16. R(t) = (e' + 1)i+ (' — 1)j
Nos exercicios de 17 a 20, ache R/(t) - R"(¢).
17. R(t) = (2t — 1)i+ (£ + 3)j 18. R(t) = (In(t — 1))i — 3t™'j

19. R(t) = (e*i+ (e7%] 20. R(t) = — cos(2t)i + sin(2t)j

- 13 -
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Nos exercicios de 21 a 26, ache o vetor mais geral cuja derivada é a fungao dada.

1
21. (* —9)i+ (2t — 5)j 22. tanti — Ej
ts ts 3t 1 .
23. 3 — 24} 24. i+ ——j
t—1
25 L S 26. Inti+ t?%j
. 1— .
it 1o J

- 14 -
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1.3. Comprimento de arco

Vamos introduzir o conceito de comprimento de arco de uma curva plana através
de um exemplo.

Exemplo 1.3.1

Qual é o comprimento da curvay =sinx dex =0 ax =217

Solucao: Responderemos essa pergunta por integracao, seguindo o plano usual de
quebrar o inteiro em partes mensuraveis. Dividimos o intervalo [0, 27] em intervalos
tao pequenos que as partes da curva (chamadas ”arcos”) que estao diretamente acima
dos intervalos sao praticamente retas. Assim, podemos tomar o comprimento de cada
segmento de reta como uma aproximacao para o comprimento do arco.

¥
A Figura ao lado mostra o segmento como Vax + Ay
uma aproximacao para o arco acima do inter- LB (et
valo [x_1,x1]. O comprimento do segmento 2 Ay,
é \/(Az)? + (Ayi)?. A soma S An
S
Y
> VA )P+ (Ay)? £l
o] X1 Xk *

ao longo da particao inteira constitui uma aproximacao para o comprimento da curva.
Agora s6 precisamos determinar o limite dessa soma quando as normas das particoes
tendem a zero. Esse é o plano usual, mas desta vez ha um problema. O problema é
que a soma, como esta escrita, nao é uma soma de Riemann. Ela nao tem a forma
Z f(ck)Azy. Entretanto, se multiplicarmos e dividirmos cada raiz quadrada por
Axy, entao poderemos reescrever a soma acima como
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Cocficiente angular serf (c;)

Isso é melhor, mas ainda precisamos es-
crever a ultima raiz quadrada como uma
funcao calculada em algum ponto ¢; no
k-ésimo subintervalo.  Para isso, apela- o
remos para o Teorema do Valor Médio
para funcoes derivaveis que diz: se sinzx
for continua em [ry_;,z;] e derivavel em
(xg_1,xk), hd um ponto ¢ em [zj_1,xk

Ay,

onde ~7 — g/ ¢, (veja a figura ao lado).
A%k

X1 C X

Z \/(A!L‘k)Q + (Ayp)? = Z \/1+ (sin’ ;)% Azy.

que é uma soma de Riemann.
Agora tomando o limite quando as normas das subdivisoes tendem a zero obtere-
mos que o comprimento da curva dada pela funcao y = sinx de 0 até 27 é

27 27
/ \/l—l—(sin’m)?dx:/ V1+ (cosx)?dr ~ 7,64
0 0

Isso nos da

Estamos quase prontos para definir o comprimento de uma curva como uma inte-
gral definida, usando o procedimento do exemplo anterior. Mas, antes disso, devemos
prestar atencao em duas propriedades da funcao seno que utilizamos no exemplo.

Uma delas ¢é o fato de a funcao ser diferenciavel para podermos aplicar o Teorema
do Valor Médio quando substituimos Ay, /Axy por sin’(cx) para algum ¢ no inter-
valo [zg_1,zg]. O outro fato, um pouco menos 6bvio, é que usamos a continuidade

da derivada da func¢ao seno ao passar de Z \/1+ (sin’ ¢x)? Az, para a integral de

Riemann. Assim, o requisito necessério para determinar o comprimento de uma curva
através desse método é que a fungao tenha a primeira derivada continua. Chamamos
essa propriedade de lisura. Uma funcao com a primeira derivada continua é lisa e
seu grafico é uma curva lisa.
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Vamos rever o processo agora para uma z
fungao lisa geral f(x). Suponha que o gréfico i T T TR
comece no ponto (a,c) e termine em (b,d),
como se vé na figura ao lado. Dividiremos
o intervalo ¢ < x < b em subintervalos tao
pequenos que os arcos acima deles sdo quase o

retas. O comprimento do segmento que faz a 0 a 5

x

aproximagao para o arco acima do subintervalo [zx_1,zx] é /(Axg)? + (Ayg)?. A

soma E \/ Axy)? + (Ayg)? é uma aproximagao para o comprimento da curva. Apli-
camos a f o Teorema do Valor Médio em cada subintervalo e finalmente temos a soma
reescrita como uma soma de Riemann.

Ay
Z V(Az)2 + (Ayp)? Z (Ax;) Axy,
— Z V14 (f(cx))?Axy.

Passando ao limite, a medida que as normas das subdivisoes tendem a zero, ob-
temos o comprimento da curva como

:/abwdx:/;,m(%)?dm

Se f for lisa em [a,b], entao o comprimento da curvay = f(z), de a até b, é o

numero
b dy 2
= 1 — | dz. 1.3.1
[y () e 11

Definicao 1.3.1

Exemplo 1.3.2

Determine o comprimento de uma circunferéncia de raio r centrada na origem dos
eixos coordenados.

Solucgao: Para isto basta tomar o dobro do comprimento da semicircunferéncia dada
por
2 2

Y= Vrs— x4 —r<x<r,

que fica no semiplano superior y > 0. Entao, de acordo com (1.3.1), o comprimento

- 17 -
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da circulferéncia é dado por

3:2/ V1+(y)de =2

r2 — 2
Pondo x = rcosf, obtemos dxr = —rsinfdf e
0
s = —2r/ df = 2mr,
que ¢é o resultado esperado.
Exemplo 1.3.3
Calcule o comprimento do arco da curva
y:x2/3, 0<z<1.

Solugao: Se aplicarmos a expressao (1.3.1) diretamente obteremos a integral

/ V9z2/3 +
6 —

3:81/3 x’

que pode ser resolvida fazendo uma mudanca de varidvel do tipo z = 23. Mas se

observarmos bem veremos que é possivel descreve essa curva como uma funcao de y
ao invés de x, ou seja, x = y3/2, 0 <y < 1. Neste caso, o comprimento de arco
pode ser calculado pela integral

! dz ! 9y 1332 -8
— 1 ) dy = 1 < )dy = —— ~ 1,44.
N Rt e T C i bl

Vamos voltar a equagao (1.3.1) e reescrevé-la trocando a varidvel de integragao
x por t e o limite b por . O comprimento de arco s passa a ser uma funcao de =,
digamos s(z) (ou simplesmente s, se nao houver ambiguidade):

x x d 2
- / VI+ ()2 dt = / 1+ (d—i’> dt (1.3.2)
Daqui e do Teorema Fundamental do Calculo segue-se que

S(2) = I+ (J(@)? (1.3.3)

- 18 -
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Observe que este resultado independe do ponto a particular, a partir do qual
comegamos a medir o arco. Se escolhéssemos outro ponto ¢, em vez de a, isso sO
faria alterar a expressdo (1.3.2) por uma constante aditiva e ndo mudaria a derivada
(1.3.3).

Uma outra observagao é que podemos escrever a equagao (1.3.1) de uma forma
mais resumida. Usualmente a equagao (1.3.1) é escrita usando-se diferenciais em vez
de derivadas. Isso é feito formalmente pensando-se nas derivadas como um quociente
de diferenciais. De fato,

+
1 (dx)? + (dy)
\ * dm \/ dx) )+ (dy)?

Assim, o comprimento de arco pode ser escrito como

B
s = / vV (dz)? + (dy)?. (1.3.4)

E claro que dxr e dy devem ser expressas em termos de uma varidavel comum,
devendo-se encontrar os limites de integracao « e beta adequados antes de fazer a
integragao na equacao (1.3.4).

Podemos resumir a equacao (1.3.4) ainda mais. y
Pense em dxr e dy como os lados de um pe-
queno triangulo retangulo cuja a ”"hipotenusa’seja

ds = +/(dx)? + (dy?) (veja figura ao lado). A dife- 2 dy

rencial ds é entao considerada como uma diferencial P

do comprimento de arco, que pode ser integrada entre

limites adequados para dar o comprimento da curva. 0 *

Igualando-se v/ (dx)? + (dy?) a ds, a integral na equagao (1.3.4) se torna simplesmente
a integral de ds.

Definigao 1.3.2

A Diferencial para o Comprimento de Arco e a Formula Diferencial para o Com-
primento de Arco.

ds =/ (dx)? + (dy)? s = /ds.

Buscaremos agora, uma extressao que facilite o calculo do comprimento do arco
de uma curva dada por uma parametrizacao.

Suponha que a curva C possa ser descrita pelas equagoes paramétricas x = f(t)
ey =g(t), a <t <[ Essacurva serd lisa se f e g tiverem derivadas de primeira
ordem continuas que nao sejam simultaneamente nulas. Encontramos uma integral

- 19 -
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para o comprimento de uma curva lisa x = f(t), y = g(t), a <t < 3, reescrevendo

B
a integral s = / V (dx)? + (dy)? da seguinte maneira:
t=p
— [ Vi ap
t=«

(dy)? )
dt)2) ()

@

O tnico requisito além da continuidade, é que o ponto P(z,y) = P(f(t), g(t)) nao
trace nenhuma parte da curva mais que uma vez quando t se desloca de a a 3.

Definicao 1.3.3

Se uma curva C for descrita por equagées paramétricas x = f(t), y = g(t),

a <t <, onde f' e g sao continuas e nao simultaneamente nulas em [«, 3], e se

C for percorrida exatamente uma vez, quando t vai de a a 3, entao o comprimento

de C' sera

2 2
d B
s = / \/ d—fj) = [ )+ (o) it - / IR ()] at

(1.3.5)

onde R(t) i+ g(t)j.
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Exemplo 1.3.4

Determine o comprimento do astroide (Figura abaixo)

x = cos’ t, y =sin®t, 0<t< 27,

Solugao: Devido a simetria da curva em
relacao aos eixos das coordenadas, seu compri-
mento é quatro vezes o comprimento da porcao
que esta no primeiro quadrante. Temos entao

dt

g\ 2
( x) =13 cos? t(— sint)]2 = 9cos* tsin’t

du\ 2
(d—i> = [3sin?t(cost)]? = 9sin® £ cos? t

dr\* | (dy\’
\/(d%f) + (d_gzi> = /9cos?tsin?t(cos? t + sin’t) = V9 cos? tsin’ ¢

= 3| costsint| = 3costsint.

Portanto, o comprimento da porcao no primeiro quadrante é
w/2 3
/ 3costsintdt = —,
0 2

e, consequentemente, o comprimento total do astréide é 4(3/2) = 6.
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1.3.1. Lista de Exercicios.
Nos exercicios de 1 a 10, determine os respectivos comprimentos.

(a2 + 2)/2

3 , de z=0 a z=3;

1.y =
2.y=2%? de 2=0 a xz=4;

3.x=(*/3)+1/(4y), de y=1 a y=3;

3/2
Y
4. 0=7——
3 y

2 de y=1 a y=09;

5.2=(y'/4)+1/@8y?), de y=1 a y=2;
6.0=(y/6)+1/(2y), de y=2 a y=3;

- )= 3x4/3 3x2/3

4 8

3

X
8.y="—+22 0<zx<2;
y=gtrret oy VsS4

+5, 1<x<g;

y
9.z :/ vsectt — 1dt,—n/4 <y < m/4;
0

1&y:/‘%W—1ﬁﬁ2§x§—L
-2
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Nos exercicios de 11 a 16, determine o comprimento das curvas.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

xr=acost, y=uasint, 0<t<2m;
r=cost, y=t+sint, 0<t<m;
r=¢e —t, y=4e/? 0<t<3;

r=—, y=—""" 0<t<4;

x=¢clcost, y=-c¢lsint, 0<t<m

x =8cost+ 8tsint, y=8sint—8tcost, 0<t<m/2.
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1.4.0s Vetores unitarios da Tangente e da Normal e
o Comprimento de Arco como um Parametro.

A cada ponto da curva no plano agora associamos dois outros vetores unitarios, o
vetor tangente unitdrio e o vetor normal unitdrio. Esses vetores aparecem em muitas
aplicagoes de fungoes com valores vetoriais.

Definicao 1.4.1

Se R(t) for o vetor posi¢ao da curva C' num ponto P de C, entao o vetor tangente
unitdrio T(t), serd o vetor unitdrio na direcao de R/(t), se R'(t) # O.

!/

O vetor unitdrio na diregao de R’(t) é dado por M; assim,
R'(t)
T(t) = . (1.4.1)
IR/ (2)]]

d
Como T(t) é um vetor unitario, segue do Teorema 1.2.3 que %T(t) deve ser

ortogonal a T(¢). Agora, T'(t) nao ¢ necessariamente um vetor unitdrio. Entretanto,
T'(t) . o o d T'(t)

o vetor =4 € de modulo unitario e tem a mesma direcao que —T(t), logo ——=—~4+

[T TR 0]

¢ um vetor unitéario ortogonal a T(t), sendo chamado de vetor normal unitdrio.
Definicao 1.4.2

Se T(t) for o vetor tangente unitario da curva C' no ponto P, entao o vetor
normal unitdrio denotado por N(t), serd o vetor unitédrio na diregao de T'(t).

Da definicao e da discussao anteriores,

N(t) = % (1.4.2)

Exemplo 1.4.1

Dada a curva descrita pelas equacgoes paramétricas

x =t —3t e y = 3t?

ache T(t) e N(t).

Solucao: Uma equacao vetorial da curva é

R(t) = (* — 3t)i + 3t7j.
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Assim,

R'(t) = (3t* — 3)i + 6t], IR/ ()] = /(3t2 — 3)2 4 (61)% = 3(t* + 1)

Logo
R'(t) t?—1 2t
T(t) = - i i
O=TRm] " 251 TEs 1

Agora, diferenciando T(t) em relagao a t obtemos

4t 2 —2t?
T/ t — . n.
( ) (t2 + 1)21+ (t2 + 1)2‘]
Donde,
16¢2 4 — 812 + 4¢4
T (¢ =
170 \/(t2+1)4 t—E
B 482 4 414
o (12 +1)4
a2 4 1)2
o (t2 4+ 1)
2
GRS
Consequentemente,
T'(t) 2t 1—¢
N(t) = = i j.
O=Tror " a1 Tea D

Algumas vezes, em vez de um parametro t qualquer, precisamos usar o parametro
s, que é o comprimento de arco compreendido entre um ponto arbitrariamente esco-
lhido Py(xg,yo) na curva C' e o ponto P(z,y) na mesma curva. Vamos supor que s
seja crescente quando t cresce; assim, s serd positivo se o comprimento do arco for
medido na direcao crescente de t e sera negativo, se o comprimento do arco for medido

ds
na direcao oposta. Portanto, s é uma distancia orientada. Também, o > 0. A cada

valor de s corresponde um unico ponto P sobre a curva C'. Consequentemente, as co-
ordenadas de P sao fungoes de s, e s é uma funcao de t. Do que vimos anteriormente,

temos que
R'(t) = [R'(DIT(E) e  [R()

- 925 -
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Substituindo a segunda igualdade na primeira obtemos

R/(t) = %T(t).

Se o parametro for s em vez de t, temos dessa equacao, tomando t = s e levando
S
em conta que — =1,
ds )
R'(s) = T(s).

Vamos enunciar esse resultado como um teorema.
Teorema 1.4.1

Se a equagao vetorial de uma curva C for R(s) = f(s)i+ g(s)j, onde s é a medida
do comprimento de arco entre um dado ponto Py em C' e o ponto P, entao o vetor
tangente unitario de C' em P sera dado por

T(s) = R/(s)

se existir.

Suponha agora que as equagoes paramétricas de uma curva C' envolvam um
parametro t, e queremos encontrar as equagoes paramétricas de C', com s, o compri-
mento de arco medido a partir de um ponto fixo, como parametro. Frequentemente as
operagoes envolvidas sao bastante complicadas. Mas, o método usado sera ilustrado
no exemplo a seguir.

Exemplo 1.4.2

Suponha que as equagoes paramétricas da curva C' sejam

Ache as equacgoes paramétricas de C' tendo s como parametro, onde s é o compri-
mento de arco medido a partir do ponto onde t = 0.

Solucao: O ponto onde ¢t = 0 é a origem. uma equacao vetorial de C' é
R(t) = t*i + t%.

d
% _ |R/(t)]|, diferenciamos o vetor acima e obtemos

Como i

R/(t) = 3t%i + 2tj, IR'(t)]| = tV9t2 + 4, pois t > 0.
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d
N

dt

S :/t\/9t2+4dt

1
= 2—7(9152 +4)*% 4 C.

8
Como s = 0 quando ¢t = 0, obtemos C' = o7 Logo,

1 8
(o232 S
s =5 (O + 477 — o

Resolvendo para t em termos de s, temos

(912 +4)%2 =275 +8
92 + 4 = (27s + 8)%/3

Como t > 0,

1
2/3

Substituindo esse valor de ¢t nas equagoes paramétricas de C, obtemos

1 1
T = 2—7[(273 + 823 42 e y= §[(275 +8)%/3 —4].
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1.4.1. Lista de exercicios

Nos exercicios de 1 a 6, ache T(t) e N(t).
1. R(t) =% + €'

2. R(t) =tcosti+ tsintj;

3. R(t) =sin’ti+cos’tj, 0<t<Z;

4. R(t) =1+ % +tj;

5. R(t) = 4ti + 22j;

6. R(t) = (1+1t)i+ In(cost)j.

7. Ache as equacdes paramétricas da curva y = %2 tendo o comprimento do
arco s como parametro, onde s é medido a partir do ponto onde ¢ = 0.

8. Se a curva C tiver R(t) = 3t%i + (t* — 3t)j como equagao vetorial, ache o
cosseno do angulo entre os vetores R(2) e T(2).
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1.5. Curvas em R?

Vamos considerar agora fungoes com valores vetoriais definidas no espago tridi-
mensional.
Definicao 1.5.1

Sejam f, g e h trés func¢oes com valores reais de uma variavel real t. Entao, para
todo nimero real t do dominio comum a f,g e h ha um vetor R definido por

R(t) = f(t)i+ g(t)j+ h(t)k

e R é chamada funcao com valores vetoriais.

O grafico de uma fungao com valores vetoriais no espago tridimensional é obtido
de forma andloga ao que foi feito para uma funcao com valores vetoriais no espago
bidimensional na secao anterior. Quando t assume todos os valores no dominio de
R, o ponto final da representagao posicional do vetor R(t) traga uma curva C, e
essa curva é chamada de grafico de R. Um ponto na curva C' tem a representacao
cartesiana (z,y, z) onde

Essas equagoes sao chamadas de equagoes paramétricas de C, enquanto que a
equagao da definicao 1.5.1 é chamada de uma equacao vetorial de C'. Eliminando ¢
das equagoes (1.5), obtemos duas equagoes em x, y e z que sao chamadas de equagoes
cartesianas de C. Cada uma delas é a equacao de uma superficie e a curva C' é a
intersecao delas. As equagoes de qualquer par de superficies transversais em C' podem
ser tomadas como equagoes cartesianas da curva.

Exemplo 1.5.1

Vamos tragar o esbogo da curva com equagao vetorial

R(t) = acosti+ bsintj+ tk.

Solucgao: As equacgoOes paramétricas da curva sao:
r =acost y = bsint z=1.

Para eliminar ¢ das duas primeiras equagoes, escrevemos
2 2

T 2 .9
—chost e -5 =sin t.
a b
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Somando membro a membro, obtemos

2 2
z Y
¥+b_2:1'

Logo, a curva estd inteiramente cilindro eliptico cuja
diretriz é uma elipse no plano xy. Um esboco da curva
esta na figura ao lado.

A curva desse exemplo é chama de hélice. Se a=b,
a hélice é uma hélice circular e estd no cilindro cir-

cular reto 2% + y* = d°.

Exemplo 1.5.2

A curva tendo a equacao vetorial
R(t) =ti+t’j+ t°k

é chamada de ciibica retorcida.

As equagbes paramétricas da ctbica retorcida sao

Eliminando a variavel ¢ das duas primeiras equagoes
obtemos y = 22 que é um cilindro cuja diretriz no plano
xy é uma parabola. A figura ao lado mostra um esboco
do cilindro e uma parte da cibica retorcida det =0 a
t=2.

A definicao relativa ao limite de uma funcao com valores vetoriais em duas di-
mensoes pode ser estendida a fungdes com valores vetoriais em trés dimensoes como
segue. Se

R(t) = f(t)i+g(t)j + h(t)k
entao

lim R(¢) = lim f(¢)i+ thr? g(t)j + lim h(t)k
—to

t—to t—to t—to
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se lim f(t), lim g(¢) e lim h(t) existirem.
t—to 1), t—to 9(t) t—to (*)

As definicoes de continuidade e da derivada de fungoes com valores vetoriais em
duas dimensoes sao as mesmas para aquelas em trés dimensoes. O teorema abaixo

também tem seu andlogo no R?.

Teorema 1.5.1

Se R for uma fung¢ao com valores vetorias definida por
R(t) = f(t)i+ g(t)j+ h(t)k

entao

R(t) = ['(0)i+ ¢ (0 + (D)
se f'(t),g'(t) e h'(t) existirem.

A interpretacao geométrica também é a mesma, assim como as defini¢oes do vetor
tangente unitario e do vetor normal unitério.
Exemplo 1.5.3

Vamos encontrar o vetor tangente unitario para a ciibica retorcida do exemplo
anterior.

Solugao: Como R(t) = ti + t%j + t°k, entao

d
aR(zﬁ) =i+2tj+3t’k  |R/(t)]| = V1 + 4¢2 + 9t
Assim, -
R/(t) 1 i
T(t) = = i+2tj+3t°k). -
O =R~ viTaE ot e :
Em particular, -,’f' T

_____ 1 [ | y
1 2 3 eyl
T(1) = —— i+ ———j+ — k. 1
W=t i T v /:

Os teoremas relativos as derivadas de somas e produtos de duas fungoes com
valores vetoriais que vimos anteriormente também sao validos em trés dimensoes.

O teorema a seguir relativo a derivada do produto vetorial de duas funcoes com
valores vetoriais é similar a formula de derivacao do produto de duas fungoes de uma
variavel real; porém é importante manter a ordem correta das fungoes com valores
vetoriais poi o produto vetorial nao é comutativo.
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Teorema 1.5.2

Se R e Q forem fungoes com valores vetoriais, entao

%[R(t) < Q(t)] = R'(t) x Q(t) + R(t) x QI(t). (1.5.1)

para todos os valores de t para os quais R'(t) e Q'(t) existem.

O comprimento de arco de uma curva C' no espaco tridimensional pode ser definido
exatamente como no caso de uma curva no plano. Se C' for a curva de equagoes
paramétricas z = f(t),y = g(t) e z = h(t), f’, ¢’ e I/ forem continuas em um intervalo
fechado [a, b] e nenhum par de valores de ¢ resultar em um mesmo ponto em C', entao
pode-se provar um teorema que estabelece que o comprimento de arco s, da curva C'
entre o ponto (f(a),g(a),h(a)) e o ponto (f(b),g(b), (b)) é determinado por

s = / VIFOE T W OF T WOE dt (15.2)

Se s for a medida do comprimento de arco C' entre o ponto fixo (f(ty), g(to), h(to))
e um ponto variavel (f(t),g(t),h(t)) e s crescer com t crescente, entdo s serd uma
funcao de t, dada por

s(t) :/t VI @)+ g/ (@)]? + [ (u)]2 du

Como vimos para curvas planas

ds
— = ||IR/(¢
= IR

e o comprimento de arco, s unidades, dado por (1.5.2), também pode ser determinado
por

5= / IR/(1)]] dt. (1.5.3)

Exemplo 1.5.4

Dada a hélice circular

R(t) = acosti+ asintj+ tk

onde a > 0, encontre o comprimento de arco det =0 at = 2.

Solucao:

R/(t) = (—asint)i + (acost)j+ k
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Assim,

2T 27
s = \/(—asint)2+(acost)2+1dt: vaz+1dt =2nva? + 1.

0 0

Entao, o comprimento de arco é 2wv/a? + 1 unidades.
A definigdo de uma integral indefinida (ou antiderivada) de uma fungao com va-
lores vetoriais no espaco tridimensional é a mesma que no espaco bidimensional.

Definicao 1.5.2

Se Q for a funcao com valores vetoriais dada por

Q(t) = f(t)i+ g(t)j+ h(t)k

entdo a integral indefinida de Q(t) sera definida por

/Q(t) it — (/ () dt) it </g(t) dt)j+ (/ ht) dt) kK (154)

A justificativa para a definigao de primitiva no espaco tridimensional também é
uma repeticao do que foi feito em duas dimensoes.

Um estudo geral de curvas e superficies usando o Calculo é dado em um curso de
Geometria Diferencial. A discussao anterior é apenas uma breve introdugao.

Vamos considerar agora, resumidamente, o movimento de uma particula ao longo
de uma curva no espaco tridimensional. Se o parametro t na equacao vetorial

R(t) = f(t)i+ g(t)j + h(t)k (1.5.5)

medir o tempo, entao a posicao em t de uma particula que se move ao longo da curva
C, tendo equagao vetorial (1.5.5), serd o ponto P(f(t), g(t), h(t)). R(t) serd chamado
de vetor posicao. O vetor velocidade da particula é definido como sendo

V() =R/(t) = f()i+d(t)j+h(t)k (1.5.6)
enquanto que o vetor aceleragao da particula é
A(t)=V'(t) = f"()i+g"(1)i+ 1 (k. (1.5.7)

A velocidade e a aceleracao escalar de uma particula em t s@o os respectivos
moédulos dos vetores acima.
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Como ||[R/(t)]| = % temos que

ds
V()| = —.
IVl = —

- 34 -



UTrer Capitulo 1. Cdlculo Vetorial

1.5.1. Lista de Exercicios

Nos exercicios de 1 a 5, ache o vetor tangente unitario para a curva tendo a equagao
vetorial dada.

1. R(t)=(t+1)i—#3+ (1-20)k;

2. R(t) = sin 2ti + cos 2tj + 2t3/%k;

3. R(t) = e’ costi+ e'sintj + e'k;

4. R(t) = +t%i+ (t + 3t%)j + (t — 5tP)k;

5. R(t) = 2tcosti+ 5tj+ 2tsintk.

Nos exercicios de 6 a 10, ache o comprimento de arco da curva de t; a ts.
6. A curva do exercicio 1; t; =—1, ty=2.

7. A curva do exercicio 2; t; =0, ty;=1.
8. A curva do exercicio 3; t; =0, ty=3.
9. A curva do exercicio 4; t; =0, t;=1.
10. R(t) = 4t3/% — 3sintj + 3 costk; t1 =0, ty=2

11. Escreva a equacao vetorial da curva de intersecao das superficies y = e” e
z=xy.

Nos exercicios de 12 a 14, uma particula move-se ao longo de uma curva dada.
Ache o vetor velocidade, o vetor aceleracao e a velocidade escalar em t = ;.
12. 2 =1, y=3t* =z=3it% t = 2.

13. v =¢% y=c?% z=te*; t, = 1.

14. z=1(*+1)"", y=In(1+¢), z=tan 't t1 = 1.
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1.6. Campos Vetoriais

O tema principal a partir daqui é o conceito de "fluxo”. O ramo da Matematica
que estudaremos aqui preocupa-se com a analise de varios tipos de fluxos: por exem-
plo, o fluxo de um fluido ou o fluxo da eletricidade. Comecaremos introduzindo o
conceito de campo vetorial, que é a descricao matemaética de fluxo. Depois, introdu-
ziremos dois novos conceitos de integrais, que sao usadas em uma ampla variedade
de aplicacoes para analisar as propriedades de campos vetoriais e de fluxos. Por fim,
concluiremos com trés teoremas: o Teorema de Green, o Teorema de Stokes e o Teo-
rema da Divergéncia. Esses teoremas proporcionam uma visao profunda da natureza
dos fluxos e constituem a base de muitos dos principios mais importantes da Fisica e
da Engenharia.

Para motivar as ideias matematicas
que virao a seguir, considere um ponto
de massa unitaria localizado em qualquer
ponto do Universo. De acordo com a Lei da o M

Gravitacao Universal de Newton, a Terra R T T

exerce uma forca atrativa sobre a massa na G L e S
direcao do centro da Terra e de grandeza = =
inversamente proporcional ao quadrado = ’[“‘ & .

da distancia da massa ao centro da Terra i PN g
(figura ao lado). Essa asssociacao de vetores it
de forca com pontos no espaco é chamada

de campo gravitacional da Terra.

Uma ideia similar surge no fluxo fluido.
Imagine uma corrente em que a agua flui ho-
rizontalmente em qualquer nivel e considere
a camada de dgua em uma profundidade es-
pecifica. Em cada ponto da camada, a agua
tem uma certa velocidade, que podemos re- <
presentar por um vetor naquele ponto (figura -
ao lado). Essa associacdo de vetores veloci-
dade com pontos em uma camada bidimen-
sional é denominada campo de velocidades

nessa camada. ) o
Essas ideias sao encampadas nas seguinte definicao:

Definicao 1.6.1

Um campo vetorial em um dominio no plano ou no espaco é uma fun¢ ao que
associa um vetor a cada ponto do dominio.

R
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Um campo de vetores tridimensionais pode ter uma expressao do tipo
F(z,y,z) = M(z,y,2)i+ N(z,y,2)j + P(z,y, 2)k.

O campo é continuo se as fungoes componentes M, N e P sao continuas,
diferenciavel se M, N e P sao diferenciaveis, e assim por diante. Um campo de
vetores bidimensionais pode ter uma férmula do tipo

F(z,y) = M(z,y)i+ N(z,y)j.

Exemplo 1.6.1

(a) Mostre em uma figura as representagoes, tendo ponto inicial em (x,y), dos
vetores do campo vetorial

onde x é +1 ou £2 ey é £1 ou £2. (b) Prove que cada representacao é tangente
a uma circunferéncia tendo seu centro na origem e um comprimento igual ao raio
da circunferéncia.

Solugao: (a) Os vetores do campo F(z,y)
terao como pontos iniciais uma combinagao
de pares ordenados da forma (z,y) onde z é
+1 ou £2 e y é £1 ou £2. Por exemplo, o
ponto (1,1) estd associado ao vetor —i + j;
o ponto (1,—1) nos leva ao vetor i+ j; ja o
ponto (2, —1) resulta no vetor i+ 2j; e assim
por diante (veja a figura ao lado).

(b) Seja

R(z,y) = zi+yj

o vetor posi¢ao cujo ponto final estd em (z,y). Entao,

R(z,y) - F(z,y) = (¢i+yj)- (-yi+zj)
=—zy+2xy
=0

Portanto, R e F sao ortogonais. Assim, a representacao de F cujo ponto inicial esta
em (x,y) é tangente a circunferéncia com centro na origem e raio |R(z,y)||. Como

IF(z, )l = /(=y)* + 22
= [IR(z, )|

o comprimento de cada representacao ¢ igual ao raio da circunferéncia.
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Uma classe importante de campos vetoriais surge do processo de calcular gradi-
entes.
Definigcao 1.6.2

O campo gradiente de uma fungao escalar diferenciavel f(z,y,z) é o campo de
vetores gradiente

A importancia do campo gradiente seguira da seguinte defini¢ao.
Definigcao 1.6.3

Se F for um campo definido em um dominio D e F = V f para alguma funcao
escalar f em uma regiao aberta D do espaco, entao f é chamada de funcgao
potencial para F em D. Neste caso, o campo vetorial F sera denominado de
campo conservativo.

Exemplo 1.6.2

Considere o campo vetorial definido por
F(x,y) = (y* + 2 +4)i+ 2zy + 4y — 5)j

e a fungao escalar f(z,y) = y*z + 2* +4x + 2y* — 5y. Note que F(x,y) = V f(x,y)
e assim, F' é um campo vetorial conservativo e f é uma funcao potencial para o
campo F.
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Exemplo 1.6.3

Um exemplo de um campo vetorial em R? decorre da lei do inverso dos quadrados
de Newton da atracao gravitacional. Essa lei estabelece que a medida da inten-
sidade da forca gravitacional entre duas particulas com massas M e m unidades,
respectivamente, é

GMm
2
onde GG é uma constante gravitacional e d é a distancia entre as particulas. Su-
pondo que m = 1 e a que particula de massa M esteja na origem do sistema,
podemos representar o campo gravitacional pela funcao vetorial

-GM

F(z,y,z2) = GRS (zi+ yj+ zk).
1
Agora considere a fungao escalar V (z,y, z) = . Entao
Va2 +y?+ 22
—1 ..
VVAzy2) = Car gy gy W Wi+ 2K).
GM
Assim, se f(z,y,z) = ————— segue que
VIt t+y +z2
Vf=F

e o campo gravitacional é conservativo tendo f como uma funcao potencial.

Nos exemplos acima vimos que € relativamente simples provar que um campo
F é conservativo conhecendo uma funcao potencial dele. Um problema mais dificil é
decidir se um dado campo vetorial é conservativo e, se for, achar uma funcao potencial.
Para tal precisamos do seguinte teorema:
Teorema 1.6.1
Seja F = M (x,y, z)i+ N(x,y, 2)j+ P(z,y, 2) K um campo vetorial em um dominio
conexo e simplesmente conexo, cujas fungoes componentes possuem derivadas par-
ciais de primeira ordem continuas. Entao, F' é conservativo se, e somente se,

ou_or oM _ov  oN_op
0z oz’ oy  Ox’ 0z Oy’
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Mostraremos como encontrar a funcao potencial para um campo conservativo
através de exemplos.

Exemplo 1.6.4

Se F for um campo definido por

1 T
F(r,y)=-i——j
(z,y) i

prove que F' é conservativo e ache uma funcao potencial para F.
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Exemplo 1.6.5

Se F for um campo definido por

F(z,y,2) = (2" + i+ 2yzj + (202 + y)k

prove que F' é conservativo e ache uma funcao potencial para F.
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Existem dois campos obtidos do campo vetorial F por meio de derivacoes parciais.
Um deles é o campo vetorial denotado por rot F (diz-se rotacional de F) e o outro
é o campo escalar denominado divergente de F. Antes de dar as suas defini¢oes,
mostraremos como o simbolo V (del) é usado como um operador. Recordemos que se
f for uma funcao escalar de trés variaveis x,y e z, entao o gradiente de f sera dado
por

Vf(JT, Y, Z) = fm<x7 Y Z>l + fy(I, Y, Z)J + fz<x7 Y, Z)k

Denotaremos agora o operador del em trés dimensoes por

o que esta de acordo com a definicao de gradiente de f.
Definicao 1.6.4

Seja F um campo vetorial em uma regiao aberta D do R3, tal que
F(z,y,z) = M(x,y,2)i+ N(z,y,2)j+ P(z,y, 2)k.

Entao, o rotacional de F é definido por

tF(ny ) = (2L NN, (MO, (ON OMA,
rorEn Y, 2) = oy 0z ! 9. oz )? oxr Oy

se essas derivadas parciais existirem

Uma maneira alternativa de memorizar o calculo do rot F ¢ estender a notagao
do produto vetorial de dois vetores ao produto vetorial do operados V com o campo
vetorial F' e escrever

i j k

o o0 0

F = F= — — —

rot V x or 9y 0
M N P

Recordemos que ao utilizarmos a notacao de determinante para o produto vetorial,
foi ressaltado que nem todos os elementos do determinante eram nimeros reais, ao
contrario do usual. No “determinante” acima, a primeira linha é formada por vetores,
a segunda linha de operadores de derivacao parcial, enquanto que a terceira linha é
formada por fungoes escalares.
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Exemplo 1.6.6

Ache o rot F, se F for o campo vetorial definido por

F(z,y,z) =i+ 32%yzj + (2y°z + z)k.

Solucgao:
i J k
0 0 0
tF = — — —
e?®  3x? yz 2%z +

= (4yz — 32%y)i+ (0 — 1)j + (6zyz — 0)k

= (4yz — 32?y)i — j + 6xyzk
Definicao 1.6.5

Seja F um campo vetorial numa regiao aberta D em R?, tal que
F(z,y,2) = M(z,y,2)i+ N(z,y,2)j+ P(z,y, 2)k.
Entao o divergente de F, denotado por div F, sera definido por

8M 8N oP

div F(x,y,z2) = B ay 8,2

se essas derivadas parciais existirem.

Vamos aplicar a notacao do produto escalar de dois vetores ao “produto escalar”do
operados V com o campo vetorial F' para calcular o divergente de F', escrevendo

divF =V .F

.0 .0 0 . .
= (1%+Ja—y+k§> - (Mi+ Nj + Pk)

8M 8N oP
T Or 8y az
Exemplo 1.6.7

Ache o div F, sendo F o campo vetorial do exemplo anterior.
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Solucao:
diVF(.Z‘7y, Z) =V F(l’, Y, Z)

0 0
= - (e*) + a—y(3$2y2) + &(2922 + )
= 2% 4 3222 + 212

A importancia fisica do rot F e do div F no estudo do movimento dos fluidos sera
discutida nas préximas secoes. Aqui estamos interessados apenas em aprender como
calculd — los e em provar algumas de suas propriedades.

Teorema 1.6.2

Suponha que F seja um campo vetorial definido em uma regiao aberta D em R3,
tal que
F(z,y,2) = M(z,y, 2)i+ N(z,y,2)j+ P(z,y, 2)k.

Se as derivadas parciais de segunda ordem de M, N e P forem continuas em
D, entao
div(rot F) = 0.

Teorema 1.6.3

Se f for um campo escalar em uma regiao aberta D do R? e as derivadas parciais
de segunda ordem de f forem continuas em D, entao

rot(Vf)=10

A expressao no Teorema 1.6.3 estabelece que o rotacional do gradiente de f é igual
ao vetor nulo. Consideremos agora o divergente do gradiente de f, isto é, V - (Vf),
que também pode ser escrito como V - Vf ou V2f.

Por definicao,

.0 .0 0 of. of. 9f
2 (1L 45 k) (Y Y Yy
Vi@, 2) (18x +J8y i 82) <8x1+ y s )

_ PP P

V2f(x,y,z) - (9.1'2 ayQ 82’2.

A expressao a direita dessa igualdade é chamada de Laplaciano de f. A se-
guinte equacao obtida ao igualarmos a zero o Laplaciano é chamada de equagao de
Laplace:

0? 0? 0?
foRE P
or?  0y?> 022

- 44 -



Capitulo 1. Cllculo Vetorial

Uma funcao escalar que satisfaca a equacao de Laplace é chamada de harmonica.
Essas equagoes tem importantes aplicagoes em Fisica.
Se F for um campo vetorial em alguma regiao aberta D de R?, tal que F(z,y) =

M (z,y)i + N(z,y)j, entdo o rotacional e o divergente de F em duas dimensoes sao
definidos por

ON OM oM  ON
F=|—-—)k ivF=—+—
rot < o 83/) div p + 3y

se essas derivadas parciais existirem. O Laplaciano em duas dimensoes ¢é definido por

02f  O*f
2 - R,
Vif= Ox? + oy?’

Exemplo 1.6.8

Se F(x,y) = 3z%yi — 2xy3j, ache o rotacional e o divergente de F.

Solucgao:
ON OM
= (=21 — 32?)k.
oM  ON
_—" _ oM ON
div F(z,y) =——+ oy
= 6xy — 67y°.
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1.6.1. Lista de Exercicios

Nos exercicios de 1 a 8, ache um campo vetorial conservativo tendo a fungao potencial
dada.

1. f(z,y) = 32 + 2y

2. f(x,y) = 22" — bxy? + 4y*;

3. f(z,y) = tan™'(a%y);

4. f(z,y) = ye® — xeY;

5. f(z,y,2) =223 — 32%y + xy? — 423;

6. f(x,y,2)=/x2+y>+ 2%

7. flx,y,2) = 2?ye

2

8. f(z,y,2) = zsin(z® —y).

Nos exercicios de 9 a 14, determine se o campo vetorial dado é conservativo.
9. F(z,y) = (32% — 2¢*)i+ (3 — 4ay)j;

10. F(z,y) = (e“e¥ + 6e**)i + (e — 2eY)j;

11. F(z,y) = ycos(z + y)i — xsin(z + y)j;

12. F(z,y,2) = (322 — 2y2)i + (222 + 6y2)j + (2zy + 3y* — 22)k;

13. F(z,y,2) = (2ye* + )i + (3z€% + €2)j + (we” + e¥)k;

14. F(x,y,2) = (y sec’z)i + (tanz — z sec?y)j + (z sec z tan 2)k.

Nos exercicios de 15 a 22, prove que o campo vetorial é conservativo e ache uma
funcao potencial.

15. F(z,y) = yi + zj;

16. F(z,y) = xi + yj;

17. F(z,y) = e”sinyi + e* cos yj;
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18.

19.

20.

21.

22,

F(z,y) = 2zy* —y°)i+ (22%y — 3wy® + 2)j;
F(z,y,2) = (2 —y)i+ (32 — 2)j + (2 + 3y )k;
F(z,y,2) = (y2)i + (22)j + (zy)k;

F(z,y,2) = (ze" + e¥)i+ (xe¥ — e2)j + (—ye* + e®)k;

F(z,y,2) = (2zcosy — 3)i — (z?siny + 22)j — (2yz — 2)k.

Nos exercicios de 23 a 30, ache rot F e div F para o campo vetorial dado.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

F(x,y) = 2xi + 3yj;

F(z,y) = coszi — sinyj;

F(x,y) = e* cosyi + €” sin yj;
F(z,y) = —%i+ ;j;

F(z,y,2) = 2°i + %) + 2%k;
F(x,y,2) = (22%)i+ y%j + (2%2)k;
F(z,y,z) = cosyi + cos zj + cos zk;

F(z,y,2) = (y* + 2%)i + (we¥ cos 2)j — (we¥ cos 2)k.
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1.7.Integrais de linha

Para calcular a massa total de um fio ao longo de uma curva no espaco, ou para
encontrar o trabalho realizado por uma forga variavel agindo ao longo dessa curva,
precisamos de uma nocao mais geral de integral do que a definicao de integrais de uma
varidvel. Precisamos integrar sobre uma curva C' e nao sobre um intervalo [a, b]. Essas
integrais mais gerais sao denominadas integrais de linha. Faremos nossas defini¢oes
para curvas no espacgo, com curvas no plano xy sendo o caso especial com coordenada

z identicamente zero. ) ~
Suponha que f(x,y, z) seja uma fungao de

valores reais que desejamos integrar sobre a
curva C' que estda dentro do dominio de f 7P
e parametrizada por R(t) = g(t)i + h(t)j + /
k(t)k, a <t <b. Osvalores de f ao longo |./k'|
da curva sao fornecidos pela funcao composta
f(g(t),h(t), k(t)). Vamos integrar essa com-
posta com relagao ao comprimento de arco de :
t =a at=>. Para comegar, primeiro par- y &

ticionamos a curva C' em um ndmero finito il F/Ask%,:-Pk
de n subarcos. O subarco tipico tem com- —
primento As,. Em cada subarco escolhemos

um ponto (zx, yx, zx) € formamos a soma

S = > [ (@ yrs 24) Asy

k=1

i = ¥,k ok &
P=P, Py, PGiwezi)

que é semelhante a uma soma de Riemann. Dependendo de como particionamos
a curva C' e selecionamos o ponto (Zg, Yk, 2r) do k-ésimo subarco, podemos obter
valores diferentes para S,. Se f é continua e as fungoes g,h e k tem derivadas
de primeira ordem, entao essa somas se aproximam de um limite a medida que n
cresce e os comprimentos As, se aproximam de zero. O limite fornece a definicao a
seguir, semelhante aquela para uma integral simples. Na defini¢ao, consideramos que
Asp — 0 quando n — oo.

Definicao 1.7.1

Se f é definida em uma curva C fornecida parametricamente por R(t) = g(t)i+
h(t)j+ k(t)k, a <t <b,entao a integral de linha de f sobre C é

[ Fayds = lim 3 o) s (1.7.1)

desde que esse limite exista.

Se a curva C ¢ lisa para a <t < b e a funcao f é continua em C, entao pode ser
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provado que o limite da igualdade (1.7.1) existe. Podemos entao aplicar o Teorema
Fundamental do Calculo para derivar a equacao de comprimento de arco

sty = [ IR dr

para expressar ds na igualdade (1.7.1) como ds = |R/(t)|| dt e calcular a integral de
f sobre C' por

/Cf(x,y,Z)dS—/ f(g(t), h(t), k(1)) [R'(2)]] dt. (1.7.2)

Observe que a integral do lado direito de (1.7.2) ¢ somente uma integral definida
conforme definido no Célculo 1, onde estamos integrando com relagdo ao parametro
t. A expressdo a esquerda da igualdade (1.7.2) calcula a integral de linha do lado
esquerdo corretamente, nao importa qual a parametrizacao utilizada, contanto que
a parametrizagao seja lisa. Observe que o parametro t define uma dire¢cao ao longo
da trajetéria. O ponto inicial em C' é a posicao R(a) e o movimento ao longo da
trajetoria é na direcao de t crescente.

Se f tem o valor constante 1, entao a integral de f sobre C' fornece o comprimento
deCdet=aat=0.

Exemplo 1.7.1

Usando a parametriza¢ao dada, calcule a integral de linha / (14 xy?) ds.

(a) C: R(t) = ti+2t], 0<t<1. ¢
(b) C:R() = (1— )i+ (2—20)j, 0<t<l.

Solugdo: (a) Como R/(t) = i+ 2j, temos |[R'(t)|| = v/5 e, da expressio (1.7.2),
decorre que

/C(1+xy2)ds :/01[1+t(2t)2]\/3dt
:/1[1+4t3]\/5dt:\/5[t+t4](1)=2\/5

(b) Como R/(t) = —i — 2j, temos ||R/(t)|| = /5 e, da expressdo (1.7.2), decorre
que

[avaias = [0 -ne@-2075
= /1[1+4(1 —t))lVhdt = V5[t — (1 - 1)1, = 2V5
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Observe que as integrais nas partes (a) e (b) do exemplo acima sao iguais, embora
as parametrizagoes correspondentes de C' tenham orientacoes opostas. Isso ilustra o
resultado importante de que uma integral de linha de f em relacao a s ao longo de
C nao depende da orientacao escolhida de C.

Exemplo 1.7.2

Integre f(x,y,2) = x — 3y? + z sobre o segmento de reta C' que une a origem ao
ponto (1,1,1).

Solugao: Escolhemos a parametrizacao mais simples possivel:
C:R(t)=ti+tj+tk, 0<t<1

Assim R'(t) =i+j+k, [R'()]|=V3e
1
/(93—3y2—|—z)d5 z/ (2t — *)V3dt = [¢2 —t3]; = 0.
C 0

As integrais de linha tem a propriedade de que se uma curva C' for feita ligando-se
um numero finito de curvas Cy, Cs, - -+, C, pelas extremidades, entao a integral de
uma funcao sobre C' ¢ a soma das integrais sobre as curvas que a compoem.

/fds: fds+ fds+ / fds. (1.7.3)
c ol

Exemplo 1.7.3

Integre f(x,y,2) = x — 3y? + 2 sobre os segmentos de reta Cy, que liga a origem
ao ponto (1,1,0), e Cy, que une (1,1,0) ao ponto (1,1,1) .

Solugao: As parametriza¢oes mais simples para C; e Cy sao:

Cr:Ry(t) =ti+tj, 0<t<1; IR (8)]| = V2.
Co:Ro(t) =i+j+tk, 0<¢t<1; [Ry(t)]

Com essas parametrizagoes calculamos

/ (x —3y* + 2)ds :/(x—3y2+z)ds+/(m—3y2+z)ds
C=C1UC> C1

Ca

- /l(t—:at?)\/idwr/l(l—3+t)(1)dt
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E importante notar que as integrais sobre C' e C;UC5 tem valores diferentes embora
as duas curvas liguem a origem ao ponto (1,1, 1). Para a maioria das fun¢oes, o valor
da integral ao longo de um caminho ligando dois pontos varia se o caminho entre eles
variar. Para algumas funcoes, entretanto, o valor permanece o mesmo, como veremos
mais adiante.

Exemplo 1.7.4

Suponha que um arame semicircular tenha a equacao y = V25 — x2 e que a sua
densidade de massa seja 0(x,y) = 15 — y. Fisicamente, isso significa que o arame
tem uma densidade médxima de 15 unidades na base (y = 0) e que a densidade do
arame decresce linearmente em relacao a y para um valor de 10 unidades no topo
(y =5) . Calcule a massa do arame.

Solugao: A massa M do arame pode ser expressa como a integral de linha

Mzéé(x,y)ds:/c(15—y)ds

ao longo do semicirculo C'. Para calcular essa integral, expressamos C' parametrizada
como
T = Hcost, y = Hsint, 0<t<m.

Assim,

M :/(15—y)ds:/ (15 — 5sint)y/(—5sint)2 4 (5cost)2dt
c 0
—5/ (15 — 5sint) dt
0
= 5[15t 4+ 5 cost];

= 757 — 50 wunidades de massa.
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1.7.1. Lista de Exercicios

1. Calcule / (r+y)ds onde C' é o segmento dereta z =t,y = 1—t, 2 = 0de (0, 1,0)
c

a (1,0,0).

2. Calcule / (xy+y+2)ds ao longo da curva R(t) = 2ti+¢j+(2—2t)k, 0<t <1

c
3. Encontre a integral de linha de f(x,y,z) = =+ y + z sobre o segmento de reta de
(1,2,3) a (0,—1,1).

4. Calcule / (r+y)ds onde C' é o segmento dereta z =t,y = 1—t,z = 0de (0, 1,0)

a (1,0,0).

5. Integre f(x,y,2) = (v +y+2)/(x* + y* + z?) sobre o caminho R(t) = i + tj + tk,
O<a<t<hb.

6. Integre f(z,y,2) = —va? + 22 sobre a circunferéncia

R(t) = (acost)i+ (asint)k, 0<t < 2r.

Nos exercicios 7 a 10, integre f sobre a curva dada.
7. flr,y) =23y, C:y=22/2, 0<z<2
8. f(z,y)=(z+v*)/V1+22, C:y=22/2, de(1,1/2) a (0,0).
9. f(x,y)=x+y, C:y=2%+y?=4no primeiro quadrante de (2,0) a (0,2).
10. f(z,y) = 2®>—y, C:y = 2?4+y? = 4 no primeiro quadrante de (0,2) a (v/2,v2).

11. Calcule [ +/22+ y?ds ao longo da curva R(t) = (4cost)i + (4sint)j + (3t)k,

2 <t< 27T.C

12. Encontre a massa de um arame que estd sobre a curva R(t) = (2 — 1)j +
(2t)k, 0 <t <1, sea densidade for 6(t) = %.
13. Encontre a massa de um fio fino que se encontra ao longo da curva R(t) =
V2t +V/2tj + (4 —t2)k, 0 <t <1, se a densidade for (a) § =3t e (b) § = 1.
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1.8. Trabalho como uma Integral de Linha

Na secao anterior definimos a integral de linha de uma fungao escalar f(z,y, 2)
ao longo de uma curva C'. Agora queremos calcular a integral de linha de um campo
vetorial F ao longo de C'.

Suponha que o campo vetorial F(z,y,2) = M(z,y,2)i+ N(z,y,2)j + P(z,y, 2)k
tenha componentes continuas e represente uma for¢a em uma regiao do espago (que
pode ser a forca da gravidade ou uma forca eletromagnética) e que a curva C' tenha
uma parametrizacao lisa R(t) = f(¢)i + g(t)j + h(t)k, a < t < b. Como vimos, a
parametrizacdo R(t) define uma orientacao ao longo de C'. Em cada ponto ao longo
o dR A\
da trajetéria C, o vetor tangente T(t) = i ™V
a trajetoria e apontando na dire¢ao do deslocamento da particula. Intuitivamente,
a integral de linha do campo vetorial é a integral de linha da componente escalar
tangencial de F ao longo de C'. Esse componente tangencial é fornecido pelo produto
escalar

é um vetor unitario tangente

dR

F-T=F. —

ds

de forma que temos a seguinte defini¢ao formal, onde f = F-T na defini¢ao de integral
de linha dada anteriormente.

Definicao 1.8.1

Seja F' um campo vetorial com componentes continuos definidos ao longo de uma
curva lisa C' parametrizada por R(t), a <t <b. Entao, a integral de linha de
F ao longo de C' é

/F-Tds:/(F-ﬁ) ds:/F-dR
c c ds c

A integral acima representa fisicamente o trabalho W realizado por uma forca
F sobre uma curva lisa R(t) det =a at =b.

Chegamos a integral da definicao acima da mesma forma que se define a féormula

do trabalho realizado por uma for¢a continua de magnitude F(x), isto é, W =
b

F(z)dz, direcionada ao longo do eixo z.

a
Dividimos a curva em pequenos segmentos, aplicamos a férmula da forca vezes a

distancia para aproximar o trabalho em cada segmento de curva, somamos tudo para
aproximar o trabalho na curva toda e calculamos o trabalho como o limite das somas
de aproximacao a medida que os segmentos se tornam mais curtos e numerosos.
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Para descobrirmos exatamente qual deve ser a
integral-limite, dividimos o intervalo de parametro
la,b] da maneira usual e escolhemos um ponto ¢y
em cada subintervalo [ty,tx1]. A divisao de [a, b]
determina uma divisao da curva, sendo P a extre-
midade do vetor R(t) e sendo Asy o comprimento
do segmento de curva Py Py.q.

Se Fy denota o valor de F no ponto da curva
correspondente a t = ¢, e se T, denota o vetor
tangente unitario a curva nesse ponto, entao Fy- T}
é o componente escalar de F na direcao de T em
t= Cl.

O trabalho realizado por F ao longo do segmento de curva Py Py, é aproximada-
mente
Fk : Tk ASk.

O trabalho realizado por F ao longo da curva de t = a a t = b é aproximadamente
Z Fk . Tk ASk.
k=1

A medida que a norma da divisao de [a, b] se aproxima de zero, a norma da divisao
induzida na curva se aproxima de zero e essas somas se aproximam da integral de

linha
t=b
/ F-Tds.
t=a

O sinal do niimero que calculamos com essa integral depende do sentido no qual a
curva é percorrida quando t aumenta. Se trocarmos o sentido do movimento, trocamos
o sentido de T e mudamos o sinal de F - T e de sua integral.

As igualdades abaixo mostram seis maneiras de escrever a integral do trabalho
que acabamos de definir. Apesar de terem notacoes diferentes, todas as integrais sao
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calculadas da mesma maneira.

t=b
W = / F-Tds A definicao.
t=a
t=b
= / F-dR Forma diferencial compacta.
t=a
" dR
= / F- ” dt Expandida para incluir o dt; enfatiza o

parametro ¢ e o vetor velocidade dR/dt.

b
d d dh
= /a (M d—]; + N d—‘;} + P%) dt Enfatiza as fung¢oes componentes.

dx dy dz

b
= M—+N—+ P— A i :
/a ( o + o + dt) dt Abrevia as componentes de R

b
= / Mdx+ Ndy+ Pdz Os dt sao cancelados; é a forma mais comum.

Exemplo 1.8.1

Suponha que uma particula se move ao longo da pardbolay = x* do ponto (—1,1)
ao ponto (2,4). Ache o trabalho total realizado, se o movimento for causado por
um campo de for¢as F(z,y) = (2 + y?)i + 32%yj. Suponha que os arcos sao
medidos em metros e a for¢ca em newtons.

Solugao: As equacoes paramétricas da parabola sao
r=t e y=t —1<t<2.
Assim, uma equacao vetorial da parabola é
R(t)=ti+t} e R'(t)=1i+24.
Como F(z,y) = (2 + y*)i + 32yj, entdo

F(R(t)) = (* + t*)i + 3t*]
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Se W for o trabalho realizado, entao

W = /2 F(R(t)) -R'(t)dt
= /2 (% + )i + 3tY) - (i + 2tj) dt

2
:/ (t2+t4+6t5)dt:?.

1

Logo, o trabalho realizado é & joules.

Exemplo 1.8.2

Encontre o trabalho realizado por F = e®i + ze*j + zsin(ry?)k sobre a curva
R(t) =ti+t?j+t3k, 0 <t <1. Suponha que o arco seja medido em metros e
a forca em newtons.

Solucao:
R(t)=ti+t?j+t°%k = R/(t)=1i+2tj+ 3tk

Como F(z,y,2) = e"i + ze*j + zsin(ry?)k, entao

F(R(t)) = e'i + te' j + tsin(rt*)k
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Se W joules for o trabalho realizado, entao,

14 :/F-dR
c

1
= / F(R(t)) -R'(t)dt
0
1 5
- / <eti+tet‘ j+tsin(7rt4)k) (i 265 + 3t%K) dt
0
! 3
:/ (e' + 2t%" + 3t®sin(mt?)) dt
0
2

3 1
= [et + 3¢ T 1. cos(7rt4)} )

3 2 3
=—e+-e——cosm—1— =4+ —cos0

3 47 3  A4r
5 n 3 5
= —6 _ =,
3 27 3

5 3
Logo, o trabalho realizado é {g(e —1)+ 2—} J.
T

Exemplo 1.8.3

Calcule a integral de linha

/3xdm+2xydy+zdz
c

se a curva C for a hélice circular definida pelas equagoes paramétricas

T = cost y =sint z=1t 0<t<2m.
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Solucgao: Da notacao com forma diferencial para uma integral de linha

27
Jo3xdr + 2xy dy + 2 dz :/ 3cost(—sintdt) + 2(cost)(sint)(costdt) + tdt
0
2m
:/ (—3costsint + 2cos’tsint + t) dt
0

3 2 1,1
= |:—§Sin2t—§COS3t—|—§t2 )

= 272

1.8.1. Lista de Exercicios

Nos exercicios de 01 a 13, ache o trabalho total realizado pelo campo de forcas dado
sobre uma particula que percorre o arco de curva C'. Suponha que o arco seja medido
em metros e a forca em newtons.

1. F(x,y) = 22yi + (2° 4+ 9%)j; C é o segmento de reta da origem ao ponto (1,1).

2. F(x,y) = 22yi + (22 +9?)j; C é o arco da pardbola y?> = x, da origem ao ponto
(1,1).

3. F(z,y) = (
4. F(ZE,y) = (
5. F(z,y) = (y — 2)i + (z%y)j; C é o segmento de reta do ponto (1,1) a (2,2) e, a
seguir, o segmento de reta de (2,2) a (2,4).

y — x)i+ (2%y)j; C é o segmento de reta do ponto (1,1) a (2,4).
y—x)i+ (2%y)j; C é o arco da pardbola y = 22, do ponto (1,1) a (2,4).

6. F(z,y) = —2yi + 2yj; C é o segmento de reta do ponto (a,0) a (0,a).
7. F(z,y) = —2”yi + 2yj; C: R(t) = scosti+ asintj,0 <t < 2.

8. F(z,y,2) = (y +2)i+ (v + 2)j + (x + y)k; C é o segmento de reta da origem ao
ponto (1,1,1).

9. F(z,y,2) = 2%i + y%j + x2k; C é o segmento de reta da origem ao ponto (4,0, 3).
10. F(z,y,2) =e"i+e'j+ek; C: R(t) =ti+ %)+ °k, 0 < ¢ < 2.

11. F(z,y, 2) = (zyz+2)i+(2?2+y)j+ (2?2+y)k; C : R(t) = ti+2j+t3k, 0 <t < 2.
12. F(z,y, 2) = (zyz+ )i+ (2?2 +y)j+ (222 +y)k; C : 0 segmento de reta da origem
ao ponto (1,0,0); a seguir, o segmento de reta de (1,0,0) a (1,1,0); dai o segmento

1
de reta de (1,0,0) a (1,1,1).
13. F(z,y,2) =zi+yj+ (yz — 2)k; C: R(t) = 2ti + t3j + 4¢3k, 0 < t < 1.
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1.9.Integrais de Linha Independentes do Caminho

Vimos que o valor de uma integral de linha é determinado pelo integrando e pela
curva C' ligando dois pontos A e B. Sob certas circunstancias pode ocorrer de o valor
da integral depender apenas do integrando e dos pontos A e B e nao do caminho
ligando A a B. Tal integral de linha é denominada de independente do caminho.

Exemplo 1.9.1

Suponha que o campo de forcas
F(z,y) = (y* + 2z + 4)i+ (22y + 4y — 5)j

mova uma particula da origem ao ponto (1,1). Vamos mostrar que o trabalho
total realizado serd o mesmo, se o caminho for ao longo (a) do segmento e reta
da origem ao ponto (1,1); (b) do segmento da pardbola y = x* da origem a (1,1)
e (c) do segmento da curva x = y* da origem a (1,1).

Solucao: Se W for a medida do trabalho realizado, entao
W= /(y2+2x+4)d1‘+ (2zy + 4y — 5)dy (1.9.1)
c

(a) Uma equgao para C' é y = x. Usamos x como parametro e expressamos y =
e dy = dxr em (1.9.1). Entao,

1
W z/(x2—|—2x+4)dx+(2x2+4x—5)dx
0

1
:/ (322 + 61 — 1) dx
0

1
= 3.
0

=3 4+322 -2

(b) Uma equagao de C' é y = 2%. Novamente tomando z como parametro e em
(1.9.1), expressando y = 22 e dy = 2z dz, temos

1
w :/($4+23:+4)d9:+(23:3+4x2—5)2336[35
0
1
:/(5x4+8x3—8$+4)da;
0

1
=% 4+ 22% — 42? + 42| = 3.
0
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(c) Uma equacao de C' é x = y*. Tomando y como parametro e em (1.9.1),
expressando z = 3 e dx = 3y* dy, temos

1
W —/(y2—|—2y3+4)3y2dy+(2y4—|—4y—5)dy
0

1
:/ (6y° + 5y* + 129 + 4y — 5) dy
0

1
=y6+y5+4y3+2y2—5y0=3-

Teorema 1.9.1

Seja C' uma curva lisa por partes, contida numa regiao aberta D ligando o ponto
A ao ponto B. Se F for um campo vetorial conservativo em D e f for uma funcao
potencial para F, entao a integral de linha

/F-dR
c

sera independente do caminho C' e

/CF-dsz(B)—f(A)-

Devido a semelhanca desse teorema com o Segundo Teorema Fundamental do
Calculo, ele é chamado, as vezes, de teorema fundamental para integrais de
linha.

Exemplo 1.9.2

Vamos usar o teorema acima para calcular o trabalho do exemplo anterior. Lembre-
se que mostramos em outra se¢cao que o campo vetorial F dado no exemplo é
conservativo e que f(x,y) = y*x +x? + 4z + 2y* — by é uma fungao potencial para
0 campo.

Solucgao:

W:/(y2+2x+4)dx+(2my+4y—5)dy:f(1,1)—f(O,O):3—0:3.
C
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Exemplo 1.9.3

Calcule a integral de linha

/F-dR
c

se F(z,y) = (e7¥ —2x)i— (ze ¥ +siny)j e C for o arco no primeiro quadrante da
circunferéncia -
R(t) = 7 costi+ msintj, 0§t§§.

Solucao:
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Se o valor de uma integral de linha for independente do caminho, nao serd ne-
cessario encontrar uma funcao potencial f.

Exemplo 1.9.4

1
Se F(z,y) = —i— %j e C for qualquer curva lisa por partes do ponto (5,—1) ao

ponto (9, —3), mostre que o valor da integral de linha

/F-dR
c

¢ independente do caminho e calcule-a.

Solugao: Mostramos na secao anterior que o campo dado é conservativo. Logo
a integral pedida é independente do caminho. Tomamos entao, como caminho, o
segmento de reta de (5, —1) a (9, —3). Uma equagao vetorial para a reta em questao
éR(t) = (3+2t)i —tj, 1 <t <3 e calculamos a integral de linha usando a defingao.

3
/F-dR :/ F(3+2t, 1) - (2§ — ) dt
C 1
/3 1, 3+2¢ (2i— ) dt
= ——1—— . 1_
Tt 2 .
_/3 _2 342ty
A t £2
573
AGE

Exemplo 1.9.5

Mostre que a integral de linha

/(4x+2y—z)dm+(2x—2y+z)dy+(—x+y+2z)dz
c

é independente do caminho e calcule a integral, se C for qualquer curva lisa por
partes de (4,—2,1) a (—1,2,0).

Solucgao:
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Se C' for a curva definida pela equacao vetorial
R(t)=f(t)i+g(t)j+h()k, a<t<b
cujo o ponto inicial A(f(a),g(a),h(a)) e o ponto final B(f(b), g(b), h(b)) coincidem,

entao a curva C' é dita fechada.
Teorema 1.9.2

Se C' for qualquer curva fechada lisa por partes, contida em uma regiao aberta D
e se F for um campo conservativo em D, entao

/F-dR:O.
c

Exemplo 1.9.6

Uma particula movimenta-se sobre a circunferéncia
R(t) =2costi+ 2sintj, 0<t<2m.
Ache o trabalho total realizado pelo campo de forcas

1 4
F(x,y) = (4 In(3y) + E) i+ fJ

Solugao: Seja

4
M = 41n(3y) + - N=2F
y

4 4

M, =~ N, =~
y Y

Como My (z,y) = N,(x,y) o campo F é conservativo. Além disso, C' é uma curva
fechada, Logo, se W for a medida do trabalho realizado, temos

Wz/F-dRzO.
c
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1.9.1. Lista de Exercicios

Nos exercicios de 01 a 06, mostre que o valor da integral de linha / F - dR para os

c
dados F e C' é independente do caminho e calcule a integral.

1. F(z,y) = 2(z—y)i+2(3y—x)j; C é o arco do primeiro quadrante da circunferéncia
2% +1y? =9, do ponto sobre o eixo x ao ponto sobre o eixo y.

2. F(z,y) = (32* + 6xy — 2y%)i + (32° — day + 3y*)j; C é o arco da do primeiro
quadrante da elipse 422 + 9y* = 36, do ponto sobre o eixo x ao ponto sobre o eixo y.
3. F(z,y) = (4e* — 3e"e¥)i + (2e* — 3e“e¥)j; C é o arco da parabola y? = 4z, do
vértice ao ponto de intersecao entre a pardbola e a corda que passa pelo foco e é
paralela a diretriz, no primeiro quadrante.

4. F(z,y,2) = (22)i + (3y*)j + k; C é o traco da elipsoide 4z% + 4y% + 22 = 9, no
plano xz, do eixo x positivo ao eixo z positivo.

5. F(x,y,2) = 2oy + 2H)i + (2 — 2y2)j + (222 — y*)k; C é o traco da esfera
22 +1y? + 22 = 1, no plano yz, do eixo y positivo ao eixo z positivo.

6. F(z,y,2) = 2ye*i + ¢*j + 32°k; C é qualquer curva lisa por partes ligando o
ponto (In2,1,1) ao ponto (In2,2,2).

Nos exercicios de 07 a 09, ache o trabalho total realizado pelo campo de forgas F
ao deslocar uma particula ao longo de um arco da curva C' dada. Suponha que o

arco seja medido em metros e a forga seja medida em newtons. (Sugestao: primeiro
mostre que F é conservativo),

7. F(x,y) = 3(x+v)%i+3(x+1vy)%j; C: o arco da parabola y = 22 do vértice ao ponto
(2,4).

8. F(z,y) = (2zy — 5y + 2y*)i + (2® — 5x + 4ay)j; C: é o quarto da circunferéncia
R(t) = 2costi+ 2sintj, 0 <t < 7/2.

9. F(x,y,2) = 4y*2i + 8zyzj + 4(32% + xy?)k; C é o arco da hélice circular R(t) =
3costi+ 3sintj+k, 0 <t <m/3.

10. Se F for o campo de forca definido por

k(xi+ yj + zk)
(22 + 42 + 22)3/2

F(z,y,2) =

ache o trabalho realizado por F ao mover uma particula ao longo do segmento de reta
do ponto (3,0,0) a (3,0,4). Calcule a integral de linha por dois métodos. (a) usando
uma fun¢ao potencial para F; (b) nao usando uma fungao potencial para F.
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1.10.0 Teorema de Green

Se F é um campo conservativo, entao sabemos que F = Vf para uma funcao
derivavel f, e podemos calcular a integral de linha de F sobre qualquer caminho C

ligando o ponto A ao ponto B por / F-dR = f(B)—f(A). Nesta se¢ao, mostraremos

um método para calcular uma integral sobre uma curva fechada C' no plano quando
o campo F nao é conservativo. Esse método, conhecido como o Teorema de Green,
nos permite converter uma integral de linha em uma integral dupla sobre a regiao
delimitada por C.

No enunciado do teorema de Green iremos nos referir a uma integral de linha ao
longo de uma curva C fechada e lisa por partes que forma a fronteira de uma regiao
R no plano e o sentido ao longo de C' é anti-horario. A integral de linha em torno de
C' no sentido anti-hordrio é denotada por ¢,

Teorema 1.10.1 (Teorema de Green)

Sejam M e N fungoes de duas variaveis x e y, de tal modo que tenham derivadas
parciais de primeira ordem continuas em um disco aberto B em R?. Se C for
uma curva fechada lisa por partes, contida inteiramente em B, e se R for a regiao
limitada por C', entao

y%M(x,y)dx + Nz, y)dy = //R (%—JZ - 88—]‘;) dA.

Exemplo 1.10.1

Usaremos o teorema de Green para calcular a integral de linha 560 yidx + 4axydy,
onde C' é a curva fechada que consiste no aarco da parabola y = 2, da origem ao
ponto (2,4) e no segmento de reta de (2,4) até a origem. Do teorema de Green,

0 0
2 4 = —(4zy) — =—(y*)| dA
?%y dx + dxydy //R[aw(w) ay(y) d
2 2z
—// (4y — 2y) dydx
0 2
64

T 15

Para mostrar a vantagem de usar o teorema de Green, vamos calcular a mesma
integral de linha pelo método que aprendemos nas se¢oes anteriores. Se C' for o arco
da pardbola y = z% de (0,0) a (2,4) e Cy for o segmento de reta de (2,4) até (0,0),
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yngdx+4xydy:§§ yzdx+4xydy+§l§ y* dx + 4oy dy
C C1 Ca

As equagoes paramétricas de C sao

Logo,
2
315 W da + dzy dy — / (2)2dt + 4(8) (£2) (2tdt)
C1 0
2
2
/ ot'dt = 28
0 5

O arco Cy pode ser representado parametricamente por

r=t y =2t det=2at=0.

Assim,
0
35 V2 de + day dy — / (26)2dt + 4(1)(28) (2d8)
Co 2

0
1
:/ 20t2dt:—@
) 3

Logo,

288 160 64
2 0 + daydy = o0 — 22 _ 22
féy PR =T T T T

que esta de acordo com o resultado obtido, usando o teorema de Green.

Exemplo 1.10.2

Use o teorema de Green para encontrar o trabalho total realizado ao mover um
objeto no sentido anti-hordrio, uma vez em torno da circunferéncia x> +1y* = a2, se
o movimento for causado por um campo de for¢as F(x,y) = (sinz—y)i+(e¥ —x?)j.
Suponha que o arco seja medido em metros e a for¢a em newtons.

Solucgao: Se W J for o trabalho realizado, entao

W = %(sinx —y)dx + (eV — 2% dy
C
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onde C' é a circunferéncia x? + y* = a?. Do teorema de Green,

W—//R{%(ey—xz)—%(sinx—y) dA

_ //R (=22 +1)dA

Usaremos coordenadas polares para calcular a integral dupla, com x = rcos@ e
dA = rdrdf. Entao,

2m a
W = / / (—2rcos@ + 1)rdrdf
o Jo

27 a
= / / (—2r%cos § + r)drdf
o Jo
2m 2

2

3 r
- - 9+—
/0 37" COS 2 o

27 2
:/ —ga?’cos@—i-a— db
0 3 2

= —ga?’ sin 6 4 a—26’ ”
3 2
Logo, o trabalho realizado foi de wa? J.
O teorema a seguir, que ¢ uma consequéncia do teorema de Green, fornece um
método ttil para o célculo da area de uma regiao limitada por uma curva lisa por
partes.

Teorema 1.10.2

Se R for uma regiao tendo por fronteira uma curva C' fechada e lisa por partes, e
A unidades de area for a area de R, entao

1
A:—%xdy—ydx.
2Jc

a

= 7TCL2.

0

Exemplo 1.10.3

Use o teorema anterior para encontrar a area da regiao limitada pela elipse

2 2
T Y
@ et

Solugao: As equacgoes paramétricas da elipse sao:

T = acost y = bsint 0<t<2m
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Entao dr = —asintdt e dy = bcostdt. Se C for a elipse e A unidades for a area
da regiao limitada por C', entao, do teorema

55 xdy — ydx
c

/0 " (@ cos ) (bcos tdt) — (bsin t)(asin tdt)

RN
I

N = N N

I

|
=)
>

2m
/ ab(cos® t + sin® t)dt
0

2
/ dt = mab.
0

Logo, a area ¢ wab unidades.
Exemplo 1.10.4

Use o teorema de Green para calcular a integral de linha

\)

§I§(az‘4 — 3y)dx + (2y° + 4x)dy
c

2 2
onde C' éae]ipse%ijZ =1.

Solucgao: Do teorema de Green,
0
(1’ — 3y)dr + (2y° + 4x)dy = 2y +4z) — a—y(:n —3y)| dA

iy
//RdA

A integral dupla // dA é a medida da area delimitada pela elipse. Do exemplo

R
anterior, com a = 3 e b = 2, a medida da area da regiao delimitada pela elipse é 67.
Logo,

yg(:& — 3y)dz + (2y° + 4x)dy = 42
c

Ha duas formas vetoriais do teorema de Green que iremos obter. Seja C' uma
curva fechada lisa por partes no plano xy. Vamos supor que uma equagao vetorial de

C seja
R(s) = zi+yj
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ex = f(s),y = g(s), onde s unidades sdo o comprimento do arco medido no sentido
anti-horario de um ponto particular Py em C' ao ponto P em C. Entao, se T(s) for
o vetor tangente unitdrio de C' em P, temos T(s) = R/(s). Assim,

de, dy.
O vetor N(s), definido por
dy. dx,
N(s) = —i— — 1.10.2
(5) = W5 2 (110.2)

¢ o vetor normal unitério de C'em P. Para verificar esse fato, observe que T(s)-N(s) =
0 e os médulos de T(s) e N(s) sao iguais. O vetor normal unitario, definido por
(1.10.2), foi escolhido ao invés de seu negativo, de tal forma que quando o sentido
do percurso ao longo de C' for anti-horario, N(s) ira apontar para fora da regidao R,
limitada por C' e serda chamado de normal exterior unitario. Seja

F(z,y) = M(z,y)i+ N(z,y)j
onde M e N satisfazem as hipdteses do teorema de Green. Como

(o) - Nis)ds = (o) + Vol (23 - 513 s
= M(x,y)dy — N(z,y)dx

entao

éF(x, y) - N(s)ds = ?% —N(z,y)dx + M(z,y)dy.

Aplicando o teorema de Green a integral de linha a direita dessa relacao teremos

frtean N [] [20 2 )
//(8]\/[ aN)dA
://RdideA.

Essa forma vetorial do teorema de Green sera enunciada formalmente como o
teorema a seguir, cujo nome ¢ uma homenagem ao matematico e cientista alemao
Karl Gauss (1777 — 1855).
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Teorema 1.10.3 (Teorema da divergéncia de Gauss no Plano)

Sejam as funcoes M e N, a curva C' e a regiao R idénticas como aquelas que
forma definidas no teorema de Green. Se F(x,y) = M (z,y)i+ N(x,y)j e N(s) for
o vetor normal exterior unitario de C' em P, onde s unidades é o comprimento do
arco medido no sentido anti-horario de um ponto particular Py em C até P, entao

%F-Nds://dideA.
c R

Exemplo 1.10.5

Verifique o teorema da divergéncia de Gauss no plano se

F(x,y) = 2yi+ 5zj

e R for a regiao limitada pela circunferéncia x* + y? = 1.

Solugao: A fronteira de R é a circunferéncia unitaria que pode ser representada
parametricamente por

I = COoSS Yy = sin s 0<s<21

onde s unidades é o comprimento de arco entre o ponto onde s = 0 ao ponto P em
C. Entao, uma equagcao vetorial de C' é

R(s) = cossi+sinsj 0<s < 2.
De (??), o vetor normal exterior unitério é
N(s) = cos si + sin sj

Em um ponto P(coss,sins) em C, F é 2sin si + 5cos sj. Logo,
2
§I§ F-Nds = / (2sin si+ 5cos sj) - (cos si + sin sj)ds
c 0

2
:/ (2sinscos s + 5sinscoss) ds
0

2
:7/ sin s cos s ds
0
7 ) 2
= —sin?s| =0
2 0
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oM ON
Como M = 2y, 9 0, e como N = bz, Sy 0. Assim,
z Y

//ddeA // (8]\/[ aN)alA—O

Portanto, verificamos o teorema da divergéncia de Gauss no plano para F e R.

Vamos usar agora o teorema da divergéncia de Gauss no plano, para dar uma
interpretacao fisica da divergéncia de uma campo vetorial. Sejam as func¢oes M e N,
a regiao R e a curva C', conforme foram definidas no teorema de Green. Suponhamos
que F seja um campo de velocidades de um fluido bidimensional e seja F(z,y) =
M (z,y)i+ N(x,y)j. Suponhamos que o fluido flua através de uma regiao R, tendo
a curva C' como fronteira, e que o sentido ao longo de C' seja anti-horario. Vamos
supor que o fluido tenha densidade constante em R e, por conveniéncia, a medida da
densidade seja unitaria. O fluxo do campo de velocidades F através de C' é a taxa
segundo a qual o fluido atravessa C na diregao perpendicular a C' (A taxa refere-se
ao tempo e o fluxo é a quantidade de massa por unidade de tempo que atravessa C;
positivo se de dentro para fora e negativo, em caso em contréario). Mostraremos como
esse fluxo pode ser expresso como uma integral de linha.

Sejam s unidades o comprimento de arco da
curva C', medido a partir de um ponto particu-
lar Py, até o ponto P. Vamos dividir a curva
em n arcos e seja A;s o comprimento do i-ésimo
arco contendo o ponto P;(z;,y;), onde s; é o com-
primento de arco de C, de Fy até P;. Como F
é continua, uma aproximacao da velocidade do
fluido em cada ponto do i-ésimo arco é F(z;,y;).
A quantidade de fluido que atravessa o arco por
unidade de tempo é dada aproximadamente pela
area de um paralelogramo, tendo um par de la-
dos opostos de comprimento A;s e uma altura de
comprimento F(z;,y;)-N(s;), onde N(s;) é o vetor
normal exterior unitdrio a C' em P;(z;,y;).

3

A medida da area do paralelogramo é F(x;,v;) - N(s;)A;s. A quantidade total de
fluido que atravessa C' por unidade de tempo é, aproximadamente,

ZF i, yi) - N(8:)Ays

Tomando o limite dessa soma quando n cresce sem limitacao e quando A;s tende
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a zero, obtemos a integral de linha

% F(z,y) - N(s)ds
c

que é chamada de fluxo de F através de C.

A palavra fluxo normalmente significa escoamento; contudo, o termo fluzo é apli-
cado a campos vetoriais em geral, mesmo que nada tenham a ver com velocidade de
um fluido. Assim, se F for um campo vetorial

fluxo de F através de C' = §l§ F-Nds (1.10.3)
c

Exemplo 1.10.6

O campo de velocidades de um fluido é definido por

F(z,y) = 5z — y)i+ (¢° — 3y)j.

Ache a taxa de escoamento do fluido para fora da regiao R, limitada por uma
curva fechada, lisa, C' e cuja drea seja 150 cm?.

Solugao: A taxa de escoamento do fluido é dada pelo fluxo de F através de C'. De
(1.10.3) e do teorema da divergéncia de Gauss no plano,

ﬂuxo:ygF-Nds
C

://RdideA
%[;ﬁ(mngy(ﬁ%) dA
— || (5-3)d4

:2//RdA.

Como a drea de R é 150 cm?, // dA = 150. Logo,
R

fluxo = 300

Portanto, a taxa de escoamento do fluido para fora da regiao ¢ 300 cm? por unidade
de tempo.

Para obter a segunda forma vetorial do teorema de Green, vamos considerar o
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produto escalar de F(z,y) pelo vetor tangente unitério T(s), definido pela igualdade
(1.10.1). Temos,

d d
(o) T(5)ds = i+ NGl (i + 52 ds
= M(z,y)dz + N(z,y)dy.
Assim,
55 F(z,y) - T(s)ds = §I§ M (z,y)dx + N(z,y)dy (1.10.4)
c c
O rotacional de F em duas dimensoes foi definido anteriormente como
ON OM
t F =(——-——10k
rot Flae) = (G~ 5 )
Logo,
ON OM
t F k=(——-—]k-k
rot Fla) k= (G5 - G )
__ON B oM
 0r Oy’

Assim sendo, dessa equacao e de (1.10.4), a férmula do teorema de Green pode

ser escrita como
3]§ F(x, ds-//rotny -kdA
c

Essa forma vetorial do teorema de Green estda enunciada formalmente como o
teorema a seguir, cujo nome foi dado em homenagem ao matemaético e fisico irlandés
George Stokes (1819 — 1903).

Teorema 1.10.4 (Teorema de Stokes no Plano)

Sejam a fungoes M e N, a curva C' e a regiao R definidas como no teorema de
Green. Se F(x,y) = M(z,y)i+ N(z,y)j e T(s) for o vetor tangente unitdrio de
C em P, onde s unidades é o comprimento de arco de C' medido a partir de um

ponto Py até P, entao
%F-Tds://rotF-de.
c R

Exemplo 1.10.7
Verifique o teorema de Stokes no plano para F e R do Exemplo 1.10.5.

Solugao: Como no Exemplo 1.10.5, o campo vetorial F ¢é definido por
F(x,y) = 2yi+ 5xj e uma equacao vetorial de C' é R(s) = cos si+sinsj, 0 < s < 27.
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Como T(s) = R/(s), entao T(s) = — sin si + cos sj.
Num ponto P(coss,sins) em C, F é 2sin si + 5cos sj. Logo,

2
%F-Tds:/ (2sin si+ 5 cos sj) -
c 0

(—sin si + cos sj) ds

2w
:/ (—2sin® s + 5cos” s) ds
0

2 1 2
_ _2/ 1 — cos(2s) s+ 5/ 1 + cos(2s) s
0 0

2

1 5 )
=—s+ 5 sin(2s) + 38 + 2 sin(2s) ;

3 7 . 2
=55 + 1 sin(2s) .= 3.
N M
Como N = bz, a—:5eCOH10M:2y, _(9
ox Jdy

] rot B oxca - //(iN_a_M)
:3//RdA:37r.

2

2w

= 2. Assim,

dA = // —2)d

Assim sendo, para esse F e esse R o teorema de Stokes no plano estd verificado.

Se F for o campo de velocidades de um fluido,
o produto escalar F - T serd a componente tangen-

cial de F e a integral de linha §1§ F - T ds sera cha-

mada de circulagao em tornocda curva fechada
C. De uma forma intuitiva, podemos considerar
a circulagao como sendo a soma das componen-
tes tangenciais de F em torno de C. Se o movi-
mento em torno de C' for no sentido anti-horério e

F-Tds > 0, entdao o fluido esta circulando no
c

sentido anti-horario. Se %F -Tds < 0, a cir-

culagao do fluido sera no se%tido horario. Quando
F e T forem vetores ortogonais, F-T = 0 e, entao,
rot F = 0. Em tal caso, F serd chamado de irro-
tacional. Essa terminologia é usada mesmo que
F nao seja um campo de vetores.
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1.10.1. Lista de Exercicios

Nos exercicios de 01 a 04, calcule a integral de linha pelo teorema de Green. Verifique,
entao, o resultado pelo método anterior.

1. ¢4y dx + 3z dy, onde C' é o quadrado com vértices (0,0), (1,0) e (0,1).
o
2. 55 22y dx —x*y dy, onde C é o triangulo com vértices em (0, 0), (1,0), (1,1) e (0,1).
c
3. O 2%y dx — y*x dy, onde C é a circunferéncia z? 4+ y> = 1
o

4. A integral de linha do Exercicio 3, onde C' é a curva fechada que consiste no arco
4y = 23 de (0,0) a (2,2) e no segmento de reta de (2,2) a (0,0).
Nos Exercicios de 5 a 10, use o teorema de Green para calcular a integral de linha.

5. yg(a: +vy) dx+zydy, onde C é a curva fechada, determinada pelo eixo z, pela reta
c

x = 2 e pela curva 4y = z3.

6. §1§(—x2 + x) dy, onde C' é a curva fechada, determinada pela reta z — 2y = 0 e
c
pela pardbola = = 22

7.
0,

cosy dx + cos v dy, onde C' é o retangulo com vértices em (0,0), (3,0), (5,

)e

INE

8. O " dx + eV dy, C ¢ a circunferéncia 2% + y? = 4.

SO~ T~ B3~

(sin?z + €**) dx + (cos® y — €¥) dy, onde C é a curva z* 4 y* = 16.

10. @ (e” — 2*y)dx + 32°y dy, onde C é a curva fechada, determinada por y = 2% e
c
x =y

Nos Exercicios 11 a 14, calcule a area da regiao dada, usando o teorema para
calculo de areas apresentado nesta secao.

11. A regiao limitada pelos graficos de y = 2% e y = /&
12. A regiao limitada pela “pardbola y = 222 e pela reta y = 8z.

13. A regiao limitada pela hipocicléide, tendo equagoes paramétricas

T =acos’t y:asin3t a>0 0 < 2m.
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14. A regiao limitada abaixo pelo eixo x e acima por um arco da cicléide, tendo
equacoes paramétricas

r=1%t—-sint y=1—-cost 0<t<2m.

Nos Exercicios de 15 a 17, verifique o teorema da divergéncia de Gauss no plano
e o teorema de Stokes no plano para F e R dados.

15. F(z,y) = 3zi+ 2yj e R ¢ a regiao limitada pela circunferéncia =% + y? = 1.
16. F(x,y) = 3yi — 22j e R é a regido limitada por 2?/3 + y?/3 = 1.
17. F(z,y) = 2%i+ y?*j e R é a regido limitada pega elipse 4% + 25y* = 100.

Nos Exercicios de 18 a 21, use o teorema de Green para encontrar o trabalho total
realizado pelo campo de for¢as F(z,y) ao mover um objeto no sentido anti-horario,
uma volta em torno da curva C' dada. Suponha que o arco seja medido em metros e
a forca em newtons.

18. C é aelipse 2% + 4y* = 16; F(x,y) = (3z + y)i + (4 — 5)j.

19. C é a circunferéncia z2 + y* = 25; F(z,y) = (e” + y?)i + (2*y + cosy)j.

20. C é o triangulo com vértices em (0,0),(2,0) e (0,2); F(z,y) = (e + )i+
(e + 22)j.

21. C consiste na parte superior da elipse 922 + 43> = 36; e no intervalo [—2, 2] no
eixo 3 F(z,y) = (zy + y*)i + (zy)].

Nos Exercicios 22 a 25, ache a taxa de escoamento do fluido para fora de uma
regiao R, limitada pelo arco de curva C' dado, se F for o campo de velocidades do
fluido. Suponha que a velocidade seja medida em centimetros por segundo e a area
R seja medida em centimetros quadrados.

22. F(z,y) = (y* + 62)i+ (2y — 22)j; C' ¢ a elipse x? + 4y* = 4.

23. F(x,y) = by — y?)i+ (3z — 2y)j; C é o triangulo retangulo com vértices em
(1,2), (4,2)  (4,6).

24. F(x,y) = 2% +9°j; C ¢é a circunferéncia z* + y* = 1.

25. F(z,y) = (zy?)i+ (y2?)j; C é a circunferéncia z? + y* = 9.
Nos Exercicios 25 a 28, F é o campo de velocidades de um fluido em torno de uma
curva fechada C, sendo o movimento na direcao anti-horaria. Use o teorema de Stokes

no plano para calcular 55 F - T ds e pelo resultado determine qual das afirmagoes se

c
aplica: (i) a circulagao do fluido é anti-horaria; (ii) a circula¢do do fluido é horéria;
(iii) F ¢é irrotacional.

25. F(z,y) = 4yi + 62j; C é o triangulo com vértices em (0,0),(3,0) e (3,5).
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26. F(z,y) = 8yi+ 3zj;C ¢ a elipse 422 + 9y* = 1.
27. F(x,y) = sin®zi + cos? xj; C é a elipse 922 + > = 9.
28. F(x,y) = y3i + 23j; C ¢ a circunferéncia x? + 3> = 25.
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1.11. ParametrizagOes e Area de Superficies

Sabemos como integrar uma fungao sobre uma regiao em um plano, mas o que
fazer se uma fungao for definida sobre uma superrficie curva? Como calculamos sua
integral? O truque para calcular essa integral de superficie é reescrevé-la como uma
integral dupla sobre uma regiao de um plano coordenado sobre a superficie.

Definimos curvas no plano de trés formas diferentes:

Forma explicita:y = f(x)
Forma implicita: F'(z,y) = 0
Forma vetorial paramétrica:R.(t) = f(t)i+ g(t)j + h(t)k, a <t <b.

Temos defini¢oes andlogas de superficies no espaco:

Forma explicita:z = f(z,y)

Forma implicita:F(z,y, z) = 0.

Existe ainda uma forma paramétrica para superficies que fornece a posi¢cao de um
ponto da superficie como uma funcao vetorial de duas varidveis. Discutiremos essa
nova forma nesta secao e a aplicaremos para obter a dera de uma superficie como
uma integral dupla.

1.11.1. Parametrizacoes de superficies

Suponha que
R(u,v) = f(u,v)i+ g(u,v)j + h(u,v)k (1.11.1)

seja uma funcao vetorial continua que é definida em uma regiao R no plano uv e
injetora no interior de R. Chamamos a imagem de R de superficie S definida
ou tracada por R. A equagao 1.11.1 juntamente com o dominio R constitue uma
parametrizagao da superficie. As varidveis u e v sao os parametros, e R é o
dominio dos parametros. Para simplificar nossa discussao, consideramos R como
um retangulo dado por a < u <bec<wv <d. A exigéncia para que R seja injetora
no interior de R assegura que .S nao cruza a si mesma. Observe que a equagao 1.11.1
é o equivalente vetorial de trés equagoes paramétricas:

z = f(u,v), y = g(u,v), z = h(u,v).
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Exemplo 1.11.1

Encontre uma parametrizacao do cone

z=vx2+y? 0<z<I1.

Solugao: Aqui, coordenadas cilindricas fornecem uma parametrizagao. Um ponto
tipico (z,v,z) no cone tem z = rcosf,y = rsinf e z = \/(rcosf)? + (rsinf)? = r,
com 0 <r<1le0<6<2r. Assim, uma parametrizacao do cone é:

R(r,0) =rcosfi+rsinfj+rk, 0<r<1, 0<6<2n7.

Exemplo 1.11.2

Encontre uma parametrizacao para a esfera x> + y* + 2% = a>.

Solugao: Coordenadas esféricas resolvem nosso problema. Um ponto tipico (z,y, 2)
da esfera tem x = asin¢cosf,y = asingsinf e z = acosp,0 < ¢ < 7,0 <0 < 2m.
Logo,

R(¢,0) = (asin¢cosf)i+ (asingsinf)j+ (acosp)k, 0<op<m, 0<60<2m.

Exemplo 1.11.3

Encontre uma parametrizacao do cilindro

2?4+ (y—3)*=9, 0<z<5.

Solugao: Em coordenadas cilindricas, um ponto (x,y, z) tem x = rcosf,y = rsinf
e z = z. Note que

P+ (y—-3°=9=2"+9y"—6y+9=9=r>—6rsinf =0

ou
r==6sinf, 0<60<m.

Sendo assim, um ponto tipico no cilidro tem

x =rcosf = 6sinf cos = 3sin(260)
y =rsinf = 6sin’4

Z=2z
Donde

R(0,2) = (3sin(20))i+ (6sin?0)j+ 2k, 0<O<m, 0<z<5.
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1.11.2. Area de superficie

Nosso objetivo é encontrar uma integral dupla para o calculo da area de uma superficie
curva S com base na parametrizacao

R(u,v) = f(u,v)i+ g(u,v)j + h(u,v)k, a<u<b, c<ov<d.

Precisamos que S seja lisa para a construcao que iremos realizar. A definicao de
superficie lisa envolve as derivadas parciais de R com relacao a u e v:

_dR0f, oh

T du (9u1 + 8u'] + ou
_dR 8f Oh

T o ' 81}‘] v
Definicao 1.11.1

Uma superficie parametrizada R(u,v) = f(u,v)i+ g(u,v)j+ h(u,v)k é lisa se
R, ¢ R, forem continuas e R, x R, nunca for nulo no interior do dominio dos
parametros.

A condicao de que R, x R, nunca é o vetor nulo significa que os dois vetores R,,
e R, sao nao nulos e nunca estao ao longo da mesma reta, de forma que eles sempre
determinam um plano tangente a superficie.

Agora, considere um pequeno retangulo AA,, em R com lados nas retas u =
Ug, U = Uy + Au,v = vg e v = vy + Av. Cada lado de AA,, é mapeado para uma
curva da superficie S, e juntas essas quatro curvas delimitam um “elemento de area
curvo” Ao,,. Na notacao da figura, o lado v = vy é mapeado pela curva C, o lado
u = ug ¢ mapeado por Cy, e seu vértice comum (ug, vg) é mapeado por F.

Civ=1

Parametrization \)
pil .

df _JW\

e v =yt Av
v+ Avf ===

Cat i =

Ad,, u= uu,+ Au
W "
R /
= [
I
I

)
wp + Au

e e e

.1.

A figura abaixo mostra uma vista aumentada de Ao,,. O vetor de derivada parcial
R (ug,vo) é tangente a C; em Fy. Da mesma forma, R, (ug,v) é tangente a Cy em
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Py. O produto vetorial R, x R, é normal a superficie em F,. Aqui é fundamental a
hipétese de que S seja lisa.

Cl: L= g
Ca: = 1y

Em seguida, aproximamos o elemento de area de superficie Aoy, pelo parale-

logramo no plano tangente cujos os lados sao determinados pelos vetores AuR, e
AvR,

A area desse paralelogramo é
|AuR, x AvR,|| = [|Ry X Ry [|AulAw. (1.11.2)

Uma particao da regiao R no plano uv por regioes retangulares AA,, induz uma
particao da superficie S em elementos de area de superficie Ao,,. Aproximamos a area
de cada elemento de area de superficie Ao, pela area do paralelogramo na equagao
1.11.2 e somamos essas areas para obter uma aproximacao da drea da superficie de
S:

> Ry x RyAuAw. (1.11.3)
n

A medida que Au e Av se aproximam de zero de forma independente, o niimero
dos elementos de area n tende a oo e a continuidade de R, e R,, garante que a soma
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da equacao 1.11.3 tende a integral dupla

d b
//|Ruva|dudv.

Essa integral dupla sobre a regiao R define a area da superficie S.
Definicao 1.11.2

A drea da superficie lisa

R(u,v) = f(u,v)i+ g(u,v)j+ h(u,v)k, a<u<b c<v<d

d b
A / R, x Ry|dA — / / R, x R,| dudv (1.11.4)
R c a

Podemos abreviar a integral na equagao 1.11.4 escrevendo do para |R, x R, |dudv.
A diferencial de area de superficie do é andloga a diferencial de comprimento de arco
ds dada anteriormente.

Diferencial de area para uma superficie parametrizada

do = |R, x R,|dudv // do (1.11.5)
S

Exemplo 1.11.4

Encontre a drea da superficie do cone dado por z = y/x?> + 32, 0 < z < 1.

Solucgao: Usamos a parametrizagao
R(r,0) = (rcosf)i+ (rsinf)j+rk, 0<r<1, 0<6<27.
Para aplicar a equagao 1.11.4, primeiro encontramos R,, X R,:
i J k
R, xR, = cos 0 sinf 1
—rsinf rcosf 0

= —(rcosf)i— (rsin6)j+ (rcos®§ + rsin® )k
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Assim, |R, x Ry| = Vr2cos26 + r2sin? 0 + r2 = v/2r2 = /2 7. A 4rea do cone é

A= / /|R « Ro|drdf

2m 2w \/§
/ / V2 rdrdf = 5 ~ 240 = 7v/2 unidades quadradas.

Exemplo 1.11.5

Encontre a drea da superficie de uma esfera de raio a.

Solucgao: Usamos a parametrizacao da esfera por coordenadas esféricas.
R(u,v) = (asingcos )i+ (asingsinf)j+ (acosp)k, 0<op<m, 0<60<2r.

Para |R4 x Ry|, temos

i j k
Ry xRy=| acos¢cost) acos¢sinf —asing
—asin¢sinf asin ¢ cosf 0

= (a®sin® ¢ cos 0)i + (a®sin® ¢sin 0)j + (a* sin ¢ cos ¢)k.

Assim,

Ry x Ry| = \/@4 sin? ¢ cos? 0 + asin* ¢ sin? 0 + a4 sin® ¢ cos? ¢
= \/@4 sin® ¢ + a*sin® ¢ cos? ¢ = \/@4 sin ¢(sin? ¢ + cos? ¢)

= a%\/sin? ¢ = a®sin ¢

uma vez que sin¢ > 0 para 0 < ¢ < w. Portanto a area da esfera é

/%/ a’ sin ¢ dpd

= / 2a°df = 4ma® unidades de 4rea.

0

1.11.3. Superficies implicitas

As superficies sao geralmente apresentadas como conjuntos de nivel de uma funcao
descritas por uma equagao como

F(z,y,2) =c,
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para alguma constante c. Tal superficie de nivel ndao vem com uma parametrizacao
explicita e é denominada superficie implicitamente definida. Pode ser dificil encon-
trar formulas explicitas para as fungoes f, g e h que descrevem a suprficie na forma
R(u,v) = f(u,v)i+g(u,v)j+h(u,v)k. Agora mostraremos como calcular o diferencial
de area de superficie do para superficies implicitas.
Superficie F(x,y, z) = ¢

A figura ao lado mostra um pedago de
uma superficie S, que estd acima de sua regiao
“sombreada” R no plano abaixo dela. A superficie
é definida pela equacdo F(x,y,z) = ce p é um ve-
tor unitario normal a regiao plana R. Assumimos
que a superficie é lisa (F' é diferencidvel e VF é di-
ferente de zero e continuo em S) e que VF-p # 0,
de forma que a superficie nunca se dobra sobre si

mesma. \

Projecido vertical ou
“sombra” de § sobre
um plano coordenado

Assuma que o vetor normal p seja o vetor unitario k, de modo que a regiao R na
figura esta no plano xy. Por suposi¢ao, temos entao VF -p = VF -k = F, # 0 em
S. Um teorema de cédlculo avancado, denominado de teorema da funcao implicita,
implica que S estd entdao no grafico de uma fungao diferenciavel z = h(z,y), ainda
que a func¢ao h(z,y) nao seja conhecida explicitamente. Defina os parametros u e v
poru =z e v =y. Entdo z = h(u,v) e

R(u,v) = ui +vj + h(u,v)k (1.11.6)

fornece uma parametrizagao da superficie S. Utilizamos a equacao 1.11.4 para en-
contrar a area de S.
Calculando as derivadas parciais de R, encontramos

oh oh
=i+ —k =j+ —k
R,=1+ 9 e R,=j+ 0

Aplicando a regra da cadeia para diferenciacao implicita para F(z,y, z) = ¢, onde
x=u,y=vez=h(u,v), obtemos as derivadas parciais

oh  F, F,

— = e )
ou F, F,
A substituicao dessas derivadas pelas derivadas parciais de R fornece

F F,
—= 1 — —I k = ] — _y k .
R,=1 F e R,=] F
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A partir de um calculo de rotina do produto vetorial, descobrimos que

F,. F,,
R, xR, =-i+Zj+k

F, F,

- Fiz(in + F,j+ F.k)
VFE  VF

T E,  VF-k

_ VF

 VF-p’

Sendo assim, a diferencial da drea de superficie é dada por

IVE|
do = |R, x R, || dudv = ———— dxdy.
IVF-p |
Obteremos célculos semalhantes se, em vez disso, o vetor p = j for normal ao
plano xz quando F, # 0 em S, ou se p = i for normal ao plano yz quando F, # 0
em S.
Defini¢ao 1.11.3 (Férmula para a drea de uma superficie implicita)

A drea da superficie F(z,vy, z) = ¢ sobre uma regiao plana fechada e limitada R é

AvEel
Area da superficie = // 1.11.7
[VE- pl ( )

onde p=1,jouk é normal a R e VF -p# 0.

Exemplo 1.11.6

Encontre a drea da superficie cortada a partir do fundo do paraboléide x®+vy*—z =
0 pelo plano z = 4.

Solugao: A superficie S é parte da superficie de nivel F(z,y,2) =2*+y*—2 =0, e
R é o disco 2% 4+ y? < 4 no plano zy. Para obter um vetor unitdrio normal ao plano
de R, podemos tomar p = k.

Em qualquer ponto (z,y, z) na superficie, temos

F(I,y,Z) :$2+y2—2

VF = 2zi+2yj — k

IVF) = v/@aP + @2+ (17 = VA + 47+ 1

IVF . p|=|VF -k =|-1]=1.
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Portanto,

AVEL
Area da superficie = //
[VE pl

:// Viar? +4y? +1dA
R
2 2
:/ / Vart + 1rdrdf
0 0
T 2 3/2 ’
- —(4r* 4+ 1) } df
J, Lo,
21 1
:/ — (a2 - 1)do = Z(17V1T — 1).
o 12 6

Exemplo 1.11.7

Encontre a drea da calota cortada do hemisfério x* + y?> + 22> = 2, 2 > 0 pelo
cilindro x® + y? = 1.

Solugao: A calota S é parte da superficie de nivel F(z,y,2) = 2* + y* + 2? = 2.
Ela se projeta sobre o disco R : 22 + y? < 1 no plano zy. O vetor p = k ¢ normal ao
plano de R.

Em qualquer ponto da superficie

Fz,y,2z) =2 +y° + 2°
VF = 2xi+ 2yj + 22k

|IVF|| = 2y/22 4+ 52 + 22 = 22

\VF -p| =|VF k| =|2z| =2z

Portanto,

. F
Area da superficie = // |@Z, |l|<] dA = // dA =2 //R

Isolando z na equacao da esfera, obtemos z = /2 — 22 — y2. Substituindo na
igualdade acima obteremos

) dA
Area da superficie = /2 // _—.
RA\/2— 1% —1?

Resolvemos a ultima integral usando coordenadas polares para encontrar que a
4rea da superficie é 27(2 — v/2) unidades de area.
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1.11.4. Lista de exercicios
Nos exercicios de 01 a 04, encontre uma parametrizacao da superficie.
1. O paraboldide z = 22 + 3%, z < 4.
2. O paraboléide z =9 — 22 — 3%, 2 > 0.
3. A calota cortada da esfera 2% + y? + 22 = 9 pelo cone z = /2% + ¢2.
4. A porcao do cilindro y? + 22 = 9 entre os planos x = 0 e x = 3.

Nos Exercicios de 5 a 09, utilize uma parametrizacao para expressar a area da
superficie como uma integral dupla. Em seguida, calcule a integral.
5. A porcao do plano y + 2z = 2 dentro do cilindro 2% 4 y? = 1.

A porgao do cone z = 24/x? + y? entre os planos z =2 e z = 6.
A porcao do cilindro 22 + 4* = 1 entre os planos z = 1 e z = 4.

A calota cortada do paraboléide z = 2 — 22 — y? pelo cone z = /22 + 12.
A porcao inferior cortada da esfera a2 + 3% + 22 = 2 pelo cone z = /a2 + y2.

© ®» <

Nos Exercicios 10 a 14, calcule a drea da superficie dada através de sua forma
implicita ou explicita.

10. Encontre a 4rea da superficie cortada do paraboléide 22 + y*> — z = 0 pelo plano
z =2

11. Encontre a area da superficie 22 — 2y — 2z = 0 que estd acima do triangulo
delimitado pelas retas z = 2,y = 0 e y = 32 no plano zy.

12. Encontre a 4rea da da porcao do paraboldide z = 4 — y? — 2% que estd acima do
anel 1 < y? + 22 < 4 no plano yz.

13. Encontre a drea da superficie 22 — 2Inz + v5y — 2 = 0 acima do quadrado
R:0<2x<1,0<y<1,noplano xy.
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1.12.Integrais de Superficie

Para calcular quantidades como o escoamento de um liquido através de uma mem-
brana curva ou a forga ascendente em um paraquedas no ar, precisamos integrar uma
funcao sobre uma superficie curva no espaco. Esse conceito de uma integral de su-
perficie é uma extensao da ideia de uma integral de linha para integracao sobre curva.

Suponha que tenhamos uma carga elétrica distribuida sobre uma superficie S e
que a fungao G(x,y, z) forneca a densidade de carga (carga por unidade de drea) em
cada ponto de S. Entao, podemos calcular a carga total em S como uma integral da
forma a seguir.

Considere que a superficie S seja definida parametricamente sobre uma regiao R
do plano uw,

R(u,v) = f(u,v)i+ g(u,v)j + h(u,v)k, (u,v) € R.

A figura ao lado, vemos como uma subdivisao
de R (considerada como um retangulo para sim-
plificar) divide a superficie S nos elementos de
superficie curvos correspondentes, ou pedacos, de
area

Acu, ~ |Ry x R, | dudv.

Corfome foi feito para a definicao de integrais duplas, enumeramos os elementos
de area de superficie em alguma ordem com suas areas dadas por Aoy, Ao, - -+ , Acg,.
Para formar uma soma de Riemann sobre S, escolhemos um ponto (z, Y, 2x) N0
k-ésimo pedaco, multiplicamos o valor da funcao GG naquele ponto pela area Aoy e
somamos os produtos:

ZG(xkaykaZk) Aoy.

k=1
Dependendo de como escolhemos (zy, yx, zx) no k-ésimo fragmento, podemos obter
valores diferentes para essa soma de Riemann. Entao, definimos o limite a medida que
o nimero de pedagos da superficie cresce, suas areas encolhem para zero e Au — 0
e Av — 0. Esse limite, sempre que existir, independente de todas as escolhas feitas,
define a integral de superficie de G sobre S como

// G(z,y,z)do = lim ZG(xk,yk,zk)Aak. (1.12.1)

Observe a analogia com a definicao de integral dupla e com a integral de linha.
Se S é uma superficie lisa por partes e G é continua sobre S entao, pode-se mostrar
que a integral definida na equacao 1.12.1 existe.
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A forma de se calcular a integral de superficie depende da forma na qual a su-
perficie S é descrita — parametricamente, implicita ou explicitamente.

Formas de se calcular uma integral de superficie

1- Para uma superficie lisa S definida parametricamente por R(u,v) = f(u,v)i+
g(u,v)j + h(u,v)k, (u,v) € R, e uma funcdo continua G(z,y, z) definida em S, a
integral de superficie de G sobre S é fornecida pela integral dupla sobre R,

//SG(%% z) do = //RG(f(UaU)ag(U,U),h(u,v)) IR, x Ry| dudv  (1.12.2)

2- Para uma superficie S fornecida implicitamente por F(z,y,z) = ¢, onde F é
uma funcao continuamente derivavel, com S acima de sua regiao fechada e limitada
R no plano coordenado abaixo dela, a integral de superficie da funcao continua G
sobre S é fornecida pela integral dupla sobre R,

//s Clo.y, 2)do = //R Glz,9,2) &VF}?'L dA (1.12.3)

onde p é um vetor unitario normal a R e VF - P # 0.

3- Para uma superficie S fornecida explicitamente como o grafico de z = f(z,y),
onde f é uma funcao continuamente derivavel sobre uma regiao R no plano xy, a
integral de superficie da fungao continua G sobre S é dada pela integral dupla sobre

R, //SG(as,y,z) daz//RG(a?,y,f(ﬂf,y))\/maf:vdy (1.12.4)

A integral de superficie da equacao 1.12.1 assume diferentes significados em dife-
rentes aplicacoes. Se G tem o valor constante igual a 1, a integral fornece a area de
S. Se G fornece a densidade de massa de uma casca fina de material modelado por
S, a integral fornece a massa da casca. Se G fornece a densidade de carga de uma
casca fina, entao a integral fornece a carga total.

Exemplo 1.12.1
Integre G(z,y,2) = x* sobre o cone z = y/22 + 42, 0 < 2 < 1.

Solucao: Utilizando a equacao 1.12.2 e cédlculos realizados em exemplos anteriores,
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temos ||R, x Ry|| =rv2 e

//sx2 fdo = /0% /01(7"2 cos? 0)(rv/2) drdo
= V2 /0 ) /O 1(7"3 cos? §) drdf

\/§ 21T 9 \/§ 9 1 ) 2 7T\/§
—T/O cos QdG—T[ﬁ—i—l—lsm(%)]o =

Se a medida da densidade de massa por unidade de drea no ponto (x,y, z) sobre
uma superficie S for p(z,y, z) e se M for a medida da massa total de S, entao

Mz//p(w,y,Z)dO
s
Exemplo 1.12.2

Ache a massa da parte do plano x+y-+z = 1 no primeiro octante, se a densidade em
qualquer ponto (x,y, 2) sobre a superficie for kz? kg/m?, onde k é uma constante.

Solugao: Podemos considerar a superficie plana como parte da superficie de nivel
F(z,y,z) = 4+ y+ 2z = 1. A projegao sobre o plano zy resulta na regiao
R={(z,y) e R?|0<2<1,0<y<1-2z}. Um vetor normal unitério a regiao R é
p = k. Em qualquer parte do plano, temos

Flry,z)=rv+y+z=1

VF=i+j+k
IVF| =3
[VF -p|=|VF -k|=1
Assim,
VF|
M = k*do = ka? ” dA
// 7 // VE K|
_k:// £dA \/_k// 2* dydx
4! \/gk
3k
Portanto, a massa é L kg.

12
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1.12.1. Orientacdo

Dizemos que uma superficie lisa S ¢é orientavel se for possivel definir um campo
N de vetores normais sobre S que variam continuamente com a posi¢cao. Qualquer
pedaco de uma superficie orientavel é orientavel. Esferas e outras superficies lisas no
espaco sao orientaveis. Convencionamos que N sobre uma superficie fechada aponta
para fora.

Uma vez escolhido N, dizemos que orientamos a superficie. O vetor N em
qualquer ponto é chamado de sentido positivo nesse ponto.

1.12.2. Integral de superficie para fluxo

Definigao 1.12.1

O Huxo de um campo vetorial tridimensional F através de uma superficie orien-
tada S na direcao de N é

Fluxo ://F-Nda (1.12.5)
S

Se F' é o campo de velocidades de um fluido tridimensional, o fluxo de F através
de S é a taxa liquida com que o fluido atravessa S no sentido positivo escolhido.
Se S é parte de uma superficie de nivel F(z,y,z) = ¢, entdo N pode ser tomado

como um dos dois campos
VF

=4+
IVE]

dependendo de qual for o sentido preferido. O fluxo correspondente é

Fluxo = // F - Ndo
+VF IVF|
dA
//( IVFH) |VF - p|
+VF
dA
// |[VF -p|

(1.12.6)
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Exemplo 1.12.3

O campo de velocidades de um fluido é dado por

F(z,y,z) =5zk

e a superficie S é a parte da esfera x* + y? + 22 = 16. Ache o fluxo de F através
de S, se o comprimento for medido em centimetros e o tempo em horas.

Solugao: A regiao R, projecao da esfera no plano xy ¢é limitada pela circunferéncia
22 +y*> =16 Como F(x,y,z) =52k, M =0,N =0e P =5z. O fluxo de F através

de S é
//F-NdUZ// F-Nlda—i—// F-Nsydo (1.12.7)
S S Sa

i
IV

é o vetor normal unitdrio superior onde f(z,y,2) = 2> +y?> +22 =16,z > 06 a
superficie de nivel representando a calota superior da esfera. Assim, tomando p =k,

obtemos oz . N
// F-Nlda://(5zk)- (rityit2k)
S1 ‘22‘

:5/ —dA—5//sz

:5/ V16 — 22 —y2dA
27
—5/ / V16 — r2r drdf

1
= 1 3/2
/0 3( 6 —r?) }OdG
o

onde S; é a metade superior da esfera e S, é a metade inferior. Para S, N; =

i
IV/]]

flx,y,2) = 22 +y* + 22 = 16, 2 < 0 é a superficie de nivel representando a ca-

Para S;, temos que Ny = — ¢ o vetor normal unitario inferior onde
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lota inferior da esfera. Assim, tomando p = —k, obtemos

o(—zi — yj — 2k
//F-Ngdaz//(&zk)- (ri—yi=2k) 4
S R |22
22
:—5//—dA:—5/ 2 dA
r |2] R

:5/ V16 — 22 —y2dA
R

640
= —T.

3

Assim, de (1.12.7),

4 4 12
//F NdU—QW+630ﬂ'=%TF

Logo, a taxa de escoamento do fluido através da esfera, isto é, o fluxo é de
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1.12.3. Lista de exercicios

Nos exercicios de 01 a 07, calcule a integral de superficie // G(z,y,z)do para G e S
dados. °
1. G(z,y,2)
2. G(x,y,z) =z + 2y — z;S é a parte do plano = + y + z = 2 no primeiro octante.
3. G(x,y,2)

4. G(x,y,z) = x; S é a parte do cilindro z = 2% no primeiro octante, limitada pelos
planos coordenados e pelos planos x =1 e y = 2.

= 2; S é o hemisfério 22 + y* + 2? = 4 acima do plano zy.

= xyz; S é a parte do plano 2z 4 3y 4+ 2z = 6 no primeiro octante.

5. G(x,y,z) = 2%;S é a parte do cone 2% + y* = 2% entre os planos z = 1 e 2 = 2.
6. G(r,y,2z) =x +y;S é a parte do plano 4z + 3y + 62 = 12 no primeiro octante.
7. G(z,y,2) = xyz; S é a parte do cilindro 2% + y* = 4 entre os planos y = 1 e y = 3.

Nos exercicios de 8 a 10, ache a massa da superficie S dada, se a densidade de
massa por unidade de drea em qualquer ponto (z, y, z) na superficie é p(z, y, z) kg/m?.
8. S é o hemisfério 2% + y* + 2% = 4 acima do plano zy; p(z,y, 2) = ky/22 + y* + 22,
onde k é uma constante.

9. S é a parte do paraboldide z = 9 — 22 — y? acima do plano zy; p(x,y,z) =
1/\/42? + 4y + 1.
10. S é a parte do cone x* + y? = 22 entre os planos z =2 e z = 3; p(z,y, 2) = y?2>%

Nos Exercicios 11 a 13, ache o fluxo de F através da superficie S onde F(x,y, 2)
da o campo de velocidades de um fluido.
11. F(x,y,2) = zi+ yj + zk; S é a parte do plano 3z + 2y + z = 6 no primeiro
octante.
12. F(z,y,2) = xi +yj + zk; S é o hemisfério 2? + y* + 2% = 1, acima do plano xy.

13. F(z,y,2) = —2yi+2zj+5k; S é o hemisfério 22 +y* + 2% = 16, acima do plano
xy.
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1.13. Teorema da Divergéncia de Gauss e Teorema de
Stokes

1.13.1. Teorema da Divergéncia de Gauss

O teorema da divergéncia de Gauss diz que, sob condi¢oes adequadas, o fluxo exterior
de um campo vetorial através de uma superficie fechada é igual a integral tripla da
divergéencia do campo sobre a regiao delimitada pela superficie.

Teorema 1.13.1 (Teorema da Divergéncia de Gauss no Espaco)

Seja F' um campo vetorial cujos componentes tenha derivadas parciais de primeira
ordem continuas, e seja S uma superficie fechada, orientada e lisa por partes. O
fluxo de F através de S na dire¢ao do campo normal unitario exterior da superficie
N é igual a integral do divergente de F sobre a regiao D delimitada pela superficie.

//SF-Ndo:///DV-FdV. (1.13.1)

Exemplo 1.13.1

Use o teorema da divergéncia de Gauss para resolver o exemplo 1.11.10 da secao
anterior.

Solugao: F(z,y,2) = 5zk e S é a esfera 2 +y?+ 2% = 16. Do teorema da divergéncia
de Gauss, o fluxo de F através de S é

//SF-NdJ—//DV-FdV.

0
Como F(z,y,z) = 5zk, div F = —(52); isto é, div F = 5. Assim,

z

//SF-Nda:5///DdV.

Como o volume D é o da esfera de raio 4, temos

//SF ‘Ndo =5 [%(4)3} = @w.

Comparando a solucao do exemplo anterior com aquela do exemplo 1.11.10 na
se¢ao anterior, observamos como o teorema da divergéncia de Gauss pode simplificar
o calculo de uma integral de superficie.
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Exemplo 1.13.2

Se F(x,y, z) = 2*yi+ y*j+ xzk, e S é o cubo no primeiro octante limitado pelos
planos x = 1,y = 1,2z = 1 e pelos planos coordenados, ache o fluxo de F através
de S.

Solucgao: O fluxo de F através de S é

//SF-Nda.

Para calcular essa integral de superficie diretamente, teriamos que calcular seis in-
tegrais de superficie, uma para cada face do cubo. Aplicando o teorema da divergéncia
de Gauss com

divF =2zy+2y+2x

//F-Ndaz///dideV
S D
1 op1opl
—/ / /(2xy—|—2y+:c)dzdyda:
o Jo Jo
=2.

1.13.2. O Teorema de Stokes no Espaco

temos

Vimos que o teorema de Stokes no plano relaciona a circulacao no sentido anti-horario
de um campo vetorial ao redor de uma curva fechada lisa por partes C' no plano
xy a uma integral dupla sobre a regiao plana R delimitada por C'. O teorema de
Stokes no espago relaciona a circulacao de um campo vetorial ao redor da borda C'
de uma superficie orientada S a uma integral de superficie sobre S. Precisamos que
a superficie seja lisa por partes o que significa que é uma uniao finita de superficies
lisas unindo-se ao longo de curvas lisas.

Teorema 1.13.2 (Teorema de Stokes no Espaco)

Seja S uma superficie orientada lisa por partes tendo uma borda lisa por partes
C. Seja F = Mi+ Nj+ Pk um campo vetorial cujos componentes tenha derivadas
parciais de primeira ordem continuas em uma regiao aberta contendo S. Entao a
circulagao de F ao redor de C' no sentido anti-horario com relagao ao vetor normal
unitario da superticie N é igual a integral de V x F' - N sobre S.

%F-dR://VxF-Nda (1.13.2)
C S
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Capitulo 1. Cllculo Vetorial

Observe, pela equacao 1.13.2, que se duas superficies orientadas diferentes S e S,
tem a mesma borda C, as integrais de seu rotacional sao iguais:

// VXF-NldO':// V x F-Nydo.
Sl 52

Ambas as integrais do rotacional sao iguais a integral de circulacao anti-horaria a
esquerda da equagao 1.13.2 desde que os vetores normais unitarios N; e N, orientem
as superficies corretamente.

Exemplo 1.13.3

Verifique o teorema de Stokes para o hemisfério S : 2* +y* + 22 =9, 2 > 0, sua
circunferéncia de borda C : 2> +y*> =9,2 =0 e 0o campo F = yi — xj.

Solugao: Calculamos a circulagdo no sentido anti-horario ao redor de C' (quando
visto de cima) usando a parametrizagdo R(t) = 3costi + 3sintj, 0 <t < 27

dR = (—3sintdt)i+ (3 costdt)j

F =yi—xj = (3sint)i — (3cost)j
F - dR = —9sin® tdt — 9cos® tdt = —9dt

2
ygF-dR:/ —9dt = —18m.
C 0

Para a integral do rotacional de F, temos

UnxFo (90 _ONY,, (OM 0P\, (ON _OM\
S\ oy 0z 0z ox J ox Jy

— (0= 0)i+(0—0)j+ (~1 — 1)k = -2k

ri+yj+zk  zityj+zk
Va?+y?+ 22 3

do = §dA
z

N:

VxF-Nda:—2—2§dA
3 z

//VXF-NdU://—2dA:—187r.
S R

A circulagdao ao redor da circunferéncia é igual a integral do rotacional sobre o
hemisfério, como deveria ser.
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Exemplo 1.13.4

Encontre a circulagao do campo F = (2% — y)i+ 4zj+ x°k ao redor da curva C na
qual o plano z = 2 encontra o cone z = y/x? 4+ y?, no sentido anti-horario quando
visto de cima.

Solucgao: O teorema de Stokes nos permite encontrar a circulagao integrando sobre

a superficie do cone. Percorrer C' no sentido anti-horario, visto de cima, corresponde

a tomar a normal interior N ao cone, a normal com uma coordenada z positiva.
Parametrizamos o cone como

R(r,0) = (rcosf)i+ (rsinf)j+rk,0<60 <27, 0<r <2,
Entao, temos,

R, x Ry (—rcosf)i— (rsinf)j+rk 1

N = R, < Ry| = 3 7a\/i(—cosei—sin@j—|—k).
do = rv/2drdo.
V X F =—4i—-2xj+k=—4i—2rcosfj + k.
Assim
VXF-N:i(4cos€+2rcos@sin0+1):L(40059+rsin29—|—1)
V2 V2

e a circulagao ¢é

%F-dR://VxF-Nda
c S

27 2 1
= —_(4cosf +rsin20 + 1)(rv2drdb
/O/Oﬁ< )( )
=47
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1.13.3. Lista de Exercicios

Nos exercicios de 1 a 4, encontre o fluxo de F através de S pelo teorema da divergéncia
de Gauss para o campo F e a superficie S dados.

1. F(z,y,2) = zi+yj+ zk; S é a parte do plano 3x 4+ 2y + z = 6 no primeiro octante.
2. F(z,y,2) = i+ yj + zk; S é o hemisfério 2? + y? + z? = 1, acima do plano zy.

3. F(z,y,2) = 2% + ayj + 2zk; S é o cubo no primeiro octante, limitado pelos
planos coordenados e pelos planos =1,y =1¢e 2z = 1.

4. F(z,y, z) = 3zi+y%j+yzk; S é o cubo no primeiro octante, limitado pelos planos
coordenados e pelos planos t =1,y =1e 2z = 1..

Nos exercicios 5 a 8, use o teorema da divergéncia de Gauss para calcular a integral

de superficie // F - Ndo para F e S dados.
S

5. F(x,y,z) = 2%yzi + zy*2j + zy2’k; S é o paralelepipedo no primeiro octante
limitado pelos planos x = 1,y =2 e z = 3.

6. F(z,y,2) =zi+yj+ 2k; S é a esfera 22 + y* + 22 = 4.

7. F(z,y,2) = 2% + y?j + 2°k; S ¢ a fronteira da regiao delimitada pelo cilindro
2% 4+ 1y? = 9, abaixo pelo plano zy e acima pelo plano z = 4

8. F(x,y,2) = 2xi+ 2yzj + 3zk; S é a fronteira da regido encerrada entre os planos
coordenados e o plano x + vy + z = 1.

Nos exercicios 9 a 12, use o teorema de Stokes para avaliar a integral de linha
%F-dRparaFeC.

c
9. F(x,y,2z) = 4yi — 3zj + zk; C é o tridngulo com vértices em (1,0,0),(0,1,0) e
(0,0,1)

10. F(z,y,2) = —yi + xj + zk; C é a circunferéncia 2 + y? = 4 no plano wy.

11. F(z,y,2) = (2y+sin ' 2)i+ e’ j+ (z +1In(22 4+ 4))k; C é o triangulo com vértices
em (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,2).

12. F(x,y,2) = (22 — )i+ (2 +siny)j + (y* — tan 2)k; C' tem a equacio vetorial
R(t) = costi+sintj +k, 0 <t <27,
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