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1 Funcoes Trigonométricas

1.1 Definicao

Considere um ponto (z,y) no circulo unitério. Seja 6 o comprimento do arco, medido
no sentido anti-horédrio desde o ponto (1,0) até o ponto (x,y). Dizemos que 6 é a

medida do dngulo em radianos.

1.2 Propriedades

Dominio. O dominio é o conjunto de
todos os valores de 6 para os quais o
valor da funcdo estd definido.

dominio
sen | R
cos | R

tan | R\ { + km; k mtelro}
csc | R\ {km; k inteiro}
sec | R\ { + km; k mtelro}

cot | R\ {k7; k inteiro}

Imagem. A imagem é o conjunto de
todos os valores possiveis que a fungao
pode assumir.

senf € [—1,1]
csc € (—oo, —1] U [1, +00)
cosf € [—1 ]
sec € (—oo, —1] U [1, +00)

tanf € (—oo +oo)
cotf € (—oo,+oo)

Definimos:

senf =y csch =

cos =x secl =

IR B~ |+

tanf = ¥ cot f =
T

Periodo. O periodo de uma fungao
f é o menor nimero T > 0 tal que
f(x+T) = f(x). Se a é uma constante
e # é um angulo medido em radianos,
temos os seguintes periodos:

sen(ald) — T = %T
cos(af) — T = %r
tan(af) — T = g
csc(ab) — T = %T
sec(ad) — T = %T
cot(af) — T = g



1.3 Formulas e Identidades

Tangente e Cotangente

sen 6 cos 0
tanf = —— cotf =
cos sen 0

Identidades reciprocas

1
9 = 0 =
¢ sen 6 Sett csc
1
secf = p— cosf = p—
1
€0 tan 6 an cot 0
Identidades pitagoricas
sen?0+cos?0 = 1
sec?0 —tan?0 = 1
csc2f —cot?0 = 1
Paridade
sen(—0) = —senf csc(—60) = —csch

cos(—0) = cosf sec(—6) =sech

tan(—0) = —tan® cot(—0) = —cot 6
Férmulas periédicas
Seja k um inteiro.
sen( + 2km) = send

csc(f + 2km) = cscl
cos(6 + 2km) = send

sec(f + 2km) = csc
tan(f + km) = sen

cot(f + km) = cscb

Férmulas de dobro de angulo

sen(20) = 2senfcosf
cos(20) = cos?f — sen’
= 2cos’0—1
= 1-—2sen?d
2tand
tan(20) = an

1 —tan?9

Conversao de graus para radianos

Seja x um angulo em graus e t o angulo

correspondente em radianos.
T 4 T

180¢
t=— ¢ T=—
180 m

180
Férmulas de metade de angulo
1
sen? f = 3 [1— cos(26)]
1
cos? ) = 3 [1+ cos(26)]
1 — cos(26)
tan?f = —————~
a 1+ cos(20)
Férmulas de soma e diferenca
sen(a+ ) = senacos § £ cosasen

cos(a + ) = cosacos B F senasen

tan a &+ tan 8
t :l: I e
an(ar £ ) 1 Ftanatan s

Férmulas de produto para soma

senasen f = % [cos(a—f3) — cos(a+)]

N =

cosavcos 3 = = [cos(a— ) + cos(a+ )]

—_

senacos f = = [sen(a+3) + sen(a— )]

N

cosasen 3 = 3 [sen(a—i—ﬁ) — sen(a—ﬁ)]

Férmulas de soma para produto

sena + sen 8 = 2sen (O‘—JQFB> cos (anB)

Q

sen o — sen 8 = 2 cos (a—;rﬁ sen (%ﬁ

cosa + cos B = 2 cos (% cos (%ﬂ

cosa—cos 3 = —2sen (%) sen (D‘T*B)



Férmulas de complemento de angulo

sen [ Z
nl = —

2

i

cse | 5

71') = cosf cos <
7T> =sect sec (

1.4 Tabela de valores

angulo angulo
em radianos em graus seno  cosseno tangente
0 =2 0° = 360° 0 1 0
% - _11% 30° = —330° % ? ?
g - _%T 45° = —315° g g 1
g - —5?” 60° = —300° ? % V3
e _37” 90° = —270° 1 0 indef.
%ﬂ = —%ﬂ 120° = —240° ? —% —V/3
%” = —% 135° = —225° ? —? -1
‘%T = _%T 150° = —210° % —? —?
= —m 180° = —180° 0 —1 0
%T = _5% 210° = —150° —% —? ?
%” - —%ﬂ 225° = —135° —g e 1
4?” — 72?77 240° = —120° —? —% V3
37” — _g 270° = —90° —1 0 indef.
5?” = -3 300° = —60° —? % —V3
%” = -7 815 = —45° —g g -1
HTW - —% 330° = —30° —% ? —?



1.5 Funcgoes trigonométricas inversas

Definicao

y = sen~! x equivale a z = seny
1

y = cos” "z equivale a x = cosy

Yy = tan~ !z equivale a x = tany

y = csc ! x equivale a x = cscy
1

y =sec” x equivale a x =secy

Y= cot™lx equivale a x = coty

Notagao alternativa

sen"!x = arcsenx csc”!x = arccscx

cos~ !z = arccos sec” !z = arcsecx

-1

tan~!z = arctanz cot~!x = arccot x

Dominio e imagem
funcéo dominio

imagem

y=sen 1z, —1<x<1 -5 <y<3

y:cos_lx, -1<z<1 0<y<nm

Composigoes entre fungdes trigonométricas e inversas

Composigoes do tipo f(g~!(z)), onde f é funcio trigonométrica e g~

y=tan 'z, x€R -5 <y<3g
r<-1 —-Z<y<0

y=csc lax, ou ou
z>1 0<y<3
z<—1 0<y<<2

y =sec !z, ou ou
x>1 s<y<m
y:cot_lx, reR O<y<m
L ¢ funcédo

trigonométrica inversa. Ex.: sec(tan™!z) = /1 + 22.
Obs.: esta tabela ndo pode ser usada para composigdes do tipo g~ (f(x)).

—1 —1

o1 -1

sen cos tan™ csc sec cot™
T 1 1 1
sen T vV1-—22 @ — — 1—-—
Vit 22 z 72 1
1+ —
1 1 1 1
cos | V1 —2x2 x _ 1— = -
Vitazz z? x 1
1+ —
; x V1—22 1 ) 1 1
Sl o x v 1 VT T
T4/l — -
T
1 V1422 1
csc — T _— 1+ —
x V1— a2 x 1 2
1 - ?
1 1 1 1
< - - 2 il
sec m = Vit : x 1+ >
1 - P
m T 1
cot - T




2 Limites

2.1 Definigoes

Limite: Dizemos que lim f(z) = L se
r—ra

para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que,

toda vez que 0 < |z —a| < J, entdo

|f(x) — L| <e.

Intuitivamente, lim f(z) = L se po-

r—a

demos fazer f(x) tdo préximo de L

quanto quisermos ao tomarmos z sufici-

entemente proximo de a, em ambos o0s

lados de a, mas com = # a.

lim f(x) =L

z—a™t

se para todo € > 0 existe § > 0 tal

que, toda vez que a < = < a + 4, en-
tao |f(z) — L] < e.
Limite pela esquerda:

Limite pela direita:

lim f(z) =

r—a—
L se para todo € > 0 existe § > 0 tal
que, toda vez que a — § < x < a, entao

|f(x) — L| <e.

Limites no infinito:

Dizemos que lim f(z) = L se para
T—r—+00

todo € > 0 existe M > 0 tal que, toda

vez que x > M, entdo |f(x) — L| < e.

Dizemos que lim f(z) = L se para
r—r—00

todo € > 0 existe N < 0 tal que, toda

vez que x < N, entdo |f(z) — L| < e.

Limites infinitos:

Dizemos que lim f(x) = 400 se para
r—a

todo M > 0 existe 6 < 0 tal que,

toda vez que 0 < |z —a| < §, entdo

flz) > M.

Dizemos que lim f(x) = —oo se para
r—a

todo N > 0 existe § < 0 tal que, toda

vez que 0 < |[x—a| < §, entdo f(x) < N.

Podemos definir similarmente limites

laterais infinitos.

2.2 Relagao entre o limite e os limites laterais

lim f(z) = L se, e somente se, lim
r—a z—at

Se lim

z—at T—=a~

2.3 Propriedades algébricas

(z)=Le lim f(x)=1L

T—a—

(x) # lim f(x), entdo liLn f(z) ndo existe.
T a

Suponha que lim f(z) = L e lim g(z) = M, onde L e M sao ntmeros reais. Seja ¢
r—a

r—a
uma constante real.

1. lim[cf(z)] = cL

r—a

2. lim[f(z) +g(x)]=L+tM

r—a

3. lim[f(z)g(x)]=L-M

r—a

. fla) L
4. 1 = _— seM .

b ey T e MAO

5. lim[f(z)]¢ = L°.

Tr—a

Obs.: se ¢ < 0, é preciso que L > 0.

6. lim {/f(z) = VL.

Obs.: se ¢ é par, é preciso que L > 0.



2.4 Teorema do confronto

Se, para todo = € I, onde I é um intervalo aberto que contém a, valem:

(1) f@) <gle) <h(@: e (2) Im f(z) = lim g(x) = L.
Entao lim g(x) = L.

r—ra

2.5 Limites fundamentais

Todos os limites abaixo podem ser demonstrados diretamente a partir da defini¢ao
e/ou usando o teorema do confronto.

; 1
1. imc=c i — =
frred 8. Se ¢ > 0, xEI—&r-looxC 0
2. },ir}f” =a 9.Sec>0ezx" 1real para z negativo,
i - i - tao i — =0
3. ili)l%) senz =0 e }:11)% cosx =1 entac hm oo
. senx 10. lim e* =400 e lim e* =0
4. lim =1 T oo =00
x—0 x
e 11. lim In(z) =400 e
5. lm (14+-) =e=271828... e
T——+00 x lim In(z) = —c0
z—0t
6. lim 1 =400 e lim 1 = —00 12. Se c par, lim z¢=+o0
=0t T z—0— & %00
. i 13. Se ¢ impar, lim z¢= +oo
7. lim — =0 e lim —=0 z—Eoo
x——+oco I r——00 I

2.6 Continuidade

Definicdo: Dizemos que f é continua em a se lim f(x) = f(a).
r—a
Dizemos que f é continua em um intervalo I se f é continua para todo a € I.

Teorema. Sao fungdes continuas

1. Polinomiais: p(x), para todo x 7. cos(x) e sen(z) para todo x
T
2. Racionais: pEx;, onde g(z) #0 8. tan(z) e sec(z) para x # 5T ke,
q(x
dek=...,-2-1,0,1,2,...
3. Se n {mpar, {/x para todo x onae ’ T
9. cot(x) e csc(x) para x # km, onde
4. Se n par, {/z para x >0
k=..,-2-1,012,...
5. e para todo x
10. Trigonométricas inversas, nos seus
6. In(x) para x > 0

respectivos dominios (Sec. 1.5)

Limite de funcdo composta. Se f é continua em b e lim g(x) = b, entao
r—a

i fale) = f (1 9(0) ) = 10

r—ra



2.7 Teorema do Valor Intermediario

Seja f uma funcdo continua em [a,b] e M um ntmero tal que f(a) < M < f(b) ou
fla) > M > f(b), ou seja, M é um valor intermedidrio entre f(a) e f(b).
Entéo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = M.

2.8 Técnicas de avaliacao de limites: exemplos de aplicagcao

Fatoracao e cancelamento de fatores
2442 —12 -2

hmﬂi‘r:hmehmw:§:4

T2 T — 22 =2 z(x—2) z—2 X 2

Multiplicagao e divisao pelo conjugado

3— 3— 3 9—

limiﬁzlim Ve +ﬁ:lim *

a—9 22 —81 +—=922—-81 3+ax 2-9 (22 -81)(3+ Vx)
-1 -1 1

= lim _
=9 (2 +9)B+vVE)  (9+9@B+v9) 108
Combinando express6es racionais

hml( 1 _1>:hm1(x—($—|—h)):hml<—h>:

h0h \z+h =z h—0h \ z(x+h) h—0 h \ x(z + h)
S S

h—0 x(z + h) x?

Limites no infinito de fungdes racionais

x
Sejam p(z) e g(x) polindmios. Para calcular lim Q7 coloque em evidéncia, tanto

z—Eoo q(x)
no numerador quanto no denominador, a maior poténcia de ¢(z) e calcule o limite.
2 4 4
(3 — = 3—= 3-0 3
lim 32224 = lim M: lim T
zm—00 BT g0 g2 (5 -2)  emmee 22 0-2 2

Funcgoes definidas por partes

2
. z°+5 sex < —2
xg@Qg(x), onde g(x) = { 1-3z sex> -2
Calcule os dois limites laterais lim g(z) = lim 22+5=9 e lim g(z) =
T——2" r——2" z——21
lim 1— 3z = 7. Como os limites laterais diferem, lim g¢(x) ndo existe.
z——21 r——2

Se os limites laterais forem iguais, o limite existira e terd o mesmo valor.

2.9 Regra de L’Hospital

. fl@) 0, o f) Ao, o flx) ()
Se :llg}z glz) 0 on se }:lg}z g(x) oo’ entao ilg}z g(x) ;13}1 g (z)’
!/
A regra vale também se substituirmos a por oo e também se lim (@) = +o00.

v—a g'(x)



3 Derivadas

3.1 Definicao e notagao

Seja f uma funcdo real. A sua derivada é denotada f’ e é definida por

7'(z) = lim

—0
Se y = f(x), entdo todas estas notagoes
para a derivada sdo equivalentes:

df dy d

flay=y =L === (/@)

fla+h) = flo)

h

Se y = f(x), entdo todas estas notacoes
para a derivada avaliada em x = a sao
equivalentes:

fla)=[yl,—. = E‘;L_a - Bik_a

3.2 Interpretagoes para a derivada

Se y = f(z) entao,

1. m = f’(a) é a inclinagdo da reta tan-
gente ao gréafico y = f(x) no ponto
(a, f(a)), e a equacao da reta tan-
gente para z = a é dada por

y=f(a) + f'(a)(z —a).

3.3 Propriedades algébricas

2. f'(a) é a taxa de variagao instanta-
nea de f(z) quando = = a.

3. Se f(z) é a posicio de um objeto
no instante x, entdo f’(a) é a velo-
cidade do objeto no instante z = a.

Sejam f(x) e g(z) fungoes diferencidveis (a derivada existe).

1. (cf(x)) = cf'(z), ¢ constante.
2. (f(z) £ g(2)) = f'(z) £ ' (2).
3. (f(@)g(@)) = f'(x) g(x)+f(x) g (2).
3.4 Tabela de derivadas

f@) _ f'(@) g(x) — f(z) g (x)
v (5) -
5. Regra da cadeia:

L (Flgla)) = F(gle) 9'(2)

d d

P (¢) = 0, ¢ constante P (In(z)) , x>0 o (tanx) = sec?
i(ac)—l i(lnm)—f x#0 — (secx) =secztanx
de 7 dz 2 dx N

d d 1

P () =ng™ ! e (log,(x)) = ZTn(a)’ P (cscx) = —cscxcotx
d x>0

— (e®) = e” — (cotz) = —csc?w

dw — (senz) = cosx dz

d dw .

— (¢®) = ¢®In(c), d (continua na
dz ¢ constante e (cosz) = —senx proxima pagina)



Derivadas de fungées trigonométricas inversas

— (sen~lz) = 1 4 (cos™la) = 4 (tan~lz) = b

dzx N ) dzx o V1—22 dx 14 a2
1 d 1 d 1 1

—(esc )= — — “(seclg)=—— —(cotTrz)=-—

e (csc™ o) e g (sec™ ') Y 1z 1+ a2

Derivadas de fungoes hiperbdlicas

Definimos senh x = % e coshz = %

% (senhiz) = cosh % (cosh) = senn

R n = —_ = 1.

P senh z cosh x P cosh x senh z

d 1 o 1 —1 _ 1

a (Senh .T) = TH @ (COSh fﬂ) = ﬁ

3.5 Segunda derivada e derivadas de ordem superior

A segunda derivada é denotada A n-ésima derivada é denotada
2 " .
=% = % e é definida por fo = dan e ¢ definida por
!/
(x) = (f’(x))l, ou seja, é a derivada f = (f(”*l)(x)> , ou seja, € a
da primeira derivada f'(z). derivada da (n — 1)-ésima derivada
FO=(z).

3.6 Derivacao implicita

Exemplo: determine 3/, onde e?*~% + 23y? = sen(y) + 11z. Note que y depende
de z. Portanto, considere y = f(x), assim produtos/quocientes envolvendo z e y
usarao a regra do produto/quociente e as derivadas envolvendo y usarao a regra da
cadeia. O “macete” é derivar de ambos os lados da equacdo, tomando o cuidado
de anexar um termo ¥y’ toda vez que y for derivado (por conta da regra da cadeia).

Ap6s derivar, isole y' de um dos lados da equacéo.

i
(ezﬁgy + x3y2) = (sen(y) + 113:)/
e?*79(2 — 9y') + 32%y? + 223yy’ = cos(y)y’ + 11
202779 _ 99?4 32292 4 223y’ = cos(y)y’ + 11
[2m3y — 9e%* =% _ cos(y)} Y o= 11 —2e**7% — 3222

11 — 2e2279 — 32292
223y — 9e22=9Y — cos(y)

/

y =

11



3.7 Crescimento e concavidade

Nos resultados a seguir, considere I um intervalo e ¢ uma constante.

Pontos criticos

2 = ¢ é um ponto critico de f(x) se:

1. f'(c) ndo existe; ou 2. f'(¢) =0.
Crescimento e decréscimo

1. Se f'(z) > 0 para todo x € I, entdo
f é crescente em I

2. Se f'(z) < 0 para todo = € I, entédo
f é decrescente em [

3. Se f'(x) = 0 para todo = € I, entdo
f é constante em [

3.8 Maximos e minimos

Maximos/minimos globais

1. ¢ é um maximo global de f se
f(¢) > f(x) para todo x € Dom f

2. ¢ é um minimo global de f se
f(e) < f(z) para todo z € Dom f

Maximos/minimos locais

1. ¢ é um maximo local de f se existe
intervalo aberto I tal que c € I e
f(c) > f(x) para todo = € I

2. ¢ é um minimo local de f se existe
intervalo aberto I tal que ¢ € I e
f(e) < f(x) para todo z € I

Teorema de Fermat

Se f tem um maximo/minimo local em
¢, entdo ¢ é um ponto critico de f.

12

Concavidade

1. Se f”(x) > 0 para todo x € I, entdo
f é concava para cima em [

2. Se f"(x) < 0 para todo x € I, entdo
f é concava para baixo em [

Pontos de inflexao

x = ¢ é um ponto de inflexdo de f(x) se
a concavidade muda em x = ¢, ou seja,
se f” muda de sinal em c.

Teorema do Valor Extremo

Se f(x) é continua no intervalo fechado
[a,b], entdo existem nimeros ¢, d tais
que: 1. a < ¢,d <b; 2. f(c) é méximo
global de f em [a,b]; 3. f(d) é minimo
global de f em [a, b)].

Encontrando méx/min absolutos

Para encontrar maximos/minimos ab-
solutos de uma fungao continua f(x) no
intervalo [a, b] use o processo a seguir:

1. Encontre todos os pontos criticos de
f em [a,b]

2. Avalie f(x) para todos os pontos en-
contrados no passo 1

3. Avalie f(a) e f(b)

4. identifique o valor méax absoluto
(maior valor da fungéo) e o valor
min absoluto (menor valor da fun-
¢do) entre os valores avaliados nos
passos 2 e 3.



Encontrando maximos/minimos relativos, classificando pontos criticos
1. Encontre todos os pontos criticos de f.

2. Aplique o teste da 12 derivada ou da 22 derivada a cada ponto critico.

Teste da 22 derivada. Se ¢ é um
ponto critico de f tal que f/'(c) = 0,
entdo c é. ..

Teste da 12 derivada. Se ¢ é um
ponto critico de f, entao cé...

1. max local se f'(z) > 0 imediata-
mente & esquerda de c e f'(z) < 0

imediatamente a direita de c. 1. méx local se f"(c) <0

2. min local se f'(z) < 0 imediata-
mente & esquerda de ¢ e f'(z) > 0 2. min local se f”(c) >0
imediatamente a direita de c.

. nao é nem max nem min local se

f/(z) tem o mesmo sinal em ambos
os lados de ¢

. se f"’(c) = 0, é preciso usar outro

método para classificar ¢ (p. ex. o
teste da 12 derivada)

3.9 Teorema do Valor Médio

Se f é continua no intervalo fechado [a, ] e diferencidvel no intervalo aberto (a,b),
f(b) — f(a)

entao existe ¢ tal que a < c<be f'(c) = T

3.10 Esbocgo de graficos
Para esbogar o grafico y = f(z):
1. Determine o dominio de f

2. Determine as intersegdes com o eixo horizontal (f(x) = 0) e vertical (y = f(0)).

3. Identifique simetrias:
é funcdo par f(—z) = f(z)? fungdo fmpar f(—x) = —f(z)?

4. Identifique assintotas:
Horizontais: retas y = L e/ou y = M onde liIE fley=L, lim f(z)=M
Tr—r+00 T—r—00

Verticais: retas ¢ = K onde lim f(z) =+oo ou lim f(z)=+o0
z—K+ K-

5. Determine os pontos criticos, analise crescimento e concavidade e marque os
méximos,/minimos locais e globais e pontos de inflexdo.

6. Esboce a curva, passando pelos pontos de interesse (interse¢oes com os eixos
e pontos criticos) e considerando as informacoes obtidas nos passos anteriores
(crescimento, concavidade, assintotas, simetrias, ... )
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4 Integrais
4.1 Definicoes

Integral definida. Dada f definida em [a, b], divida [a,b] em n intervalos menores
de comprimento Az = (b — a)/n e escolha um 2; em cada intervalo.

b
Entao /a flx)da = nh_{rgo Z;f(xj)Ax
]:
Antiderivada. Uma antiderivada de f é uma funcio F tal que F'(z) = f(z).
Integral indefinida. /f(x) dz = F(z) + C, onde F é uma antiderivada de f.

4.2 Teorema Fundamental do Calculo

Parte 1. Seja f continua em |[a, b] e considere g(z f f)
Entao, g é continua em [a,b] e g é uma antlderlvada de f.

Parte 2. Seja f continua em [a,b] e F uma antiderivada de f.
Entdo [ f(x)dz = F(b) — F(a).

Notagdo: [F(z)]" = F(b) — F(a).
4.3 Propriedades

J @) £ g(@)do = [ f(2)do £ [ g(x) da 2 f@)de| < f7 | f()] dz
ff f(x) £ g(x) dz = f flz)dz + f; g(z)dz Seja ¢ uma constante:
faaf(f)d . Jef@)da =c | f(x)

J2 f@)de = = [}' f(z) do Jief@ar=c ) fla
JEf@)da = [0 f@)da + [} f(a)da Jyede=c(b—a)

Se f(z) > g(x) para todo x € [a, b], entdo f: f(z)dx > fabg(a:) dz

Se f(x) > 0 para todo x € [a,b], entdo f: flz)dz >0

Se m < f(x) < M para todo x € [a, b], entdo m(b — a) < fab fz)de < M(b—a)
4.4 Foérmula de integracao por substituicao

Para calcular fb f(g(2))g'(z) dz, faga u = g(x) e substitua:

/ (g z)dz = /g (g:)f(u)du

4.5 Férmula de integracao por partes

b , b
/udv:[uv}a—/ vdu

Exemplos de uso da integragao por substituicdo e por partes na Secao 4.7.
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4.6 Tabela de Integrais

Na tabela abaixo, considere a, b, n, k, C' constantes.

Elementares Raizes
[kdz=ka+C fﬁdx:%w

n+1
fx”dxzz+1+0,sen7él fmdx— (ax+b)3/2
fldw:lnleC fde—sen1<Z)+C
J ax +b de = ln jaz +b] +C Trigonométricas

Exponenciais e logaritmicas

Jetdz =e"+C
e Jcoszdx =senz + C
Je*®dr = —JrC

[ In(z dx—xln( )y—z+C

[senzdr = —cosz+ C

Jtanazdax =1In|secz| + C

[secxdz =In|secx + tanz| 4+ C

Racionais
f1+1 s dz = tan~' 2+ C Jescxdr = —In|escx + cotz| + C
x
1 Jcotzdr =In|senz|+ C
— —de=Litan"' (&) 4+ C
faz_,_xz @ (a) [sec?zdx = tanz + C
2
x
fmdx:x—atan*I (£)+C [secztanz dx =secx + C
f 1 q lngii o fcscxcotxdm:—cscx—l—C
—  dx= +C,
(x;—gz)(:z:—l—b) a—=b Jesc?zde = —cotz +C
se a

4.7 Técnicas de integracao

4.7.1 Como integrar por substituicao

A substituicio u = g(z) converterd f; f(g(2))¢' () dz em fg( ) u) du. Para inte-
grais definidas, substitua os limites de integracao. Para mtegrals indefinidas,
simplesmente ignore os limites de integracao.

Ex. Determinar ff 522 cos(z3) da.
u=2> = du=32%2dr 2?dz = %du
Quandoz =1, u=22=1%=1. Quando x =2, u = 23 = 8.

ff 522 cos(z?) dx = f18 5 cos(u) du = [3 sen(u )]? =| 2sen(8) — 3 sen(1) [ ]
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4.7.2 Como integrar por partes
b b
Como [ udv = [uv], —

derivando u e calcule v usando v = f dv.

f:Udu, escolha v e dv na integral original, calcule du

Ex. 1: Determinar [ ze™* du.

Escolhemos u =z e dv = e *dz. Assim, du=dzev= [e *dz = —e 7.

fase_”” dr = —xe ™% + fe_”” dr = ’ —ze T —e T 4+ C‘ m

Ex. 2: Determinar f35 Inzdz.

Escolhemos v = Inz e dv = dz, logo du = %dx ev=ux.

f; Inzdz = [zlnz]) — f35 dz = 51In(5) — 31In(3) — [z]5 = ’ 5In(5) — 31In(3) — 2‘ [ ]

4.7.3 Alguns produtos e quocientes entre fungées trigonométricas

Nestes casos, as seguintes identidades costumam ser muito titeis:

sen?(x) + cos?(x) = 1 sec?(z) = 1 + tan?(z)
sen(z) cos(z) = 1 sen(2x) o tan(z) = sec?(z)
cos”(x) = 3[1 + cos(22)] % sec(x) = tan(x) sec(x)
sen?(z) = 3[1 — cos(2z)]

[ tan(z)dz = In|secz| + C
[ sec(z)dz =1In|secz + tanz| + C
Para integrar [ sen” z cos™ z dx, a estratégia abaixo pode ser util:

Se n > 1 impar, separe um dos senos e converta o resto dos cossenos usando
sen?(x) = 1 — cos?(x), entdo use a substituicio u = cos .
Se m > 1 impar, separe um dos cossenos e converta o resto dos senos usando
cos?(z) = 1 — sen?(x), entdo use a substituicio u = sen .

Se n e m ambos pares, use uma das formulas de dobro ou metade de anfulo para
reduzir a integral a uma forma que pode ser resolvida.

sen® x sen rsen (sen? z)%senx
Ex.: dr= [ ——de= | —5F5——dz=
cos3 T cos3 T cos3

1—cosz)2s
:/( COS gf) benxdl‘: (SubstitUigaou:Cosx7 du = —senxdm)
cos® x
1 — 242)2 1—2u2 4 2
:/_wdu:—/ui—i_udu:—/u_?’—f—i—udu:
B w3 U

-2 2

2 2
u u sec™ T COS™ T
=5 +21n|u\+—2 +C =

+2In|cosz| —

+C |
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Para integrar [ tan™ zsec™ xdx, a estratégia abaixo pode ser util:

Se n é impar, separe uma tangente e uma secante e converta o resto para secantes
usando tan? z = sec? z — 1, entdo use a substituicio u = sec z.

Se m é par, separe duas secantes e converta o resto para tangentes usando sec? z =
tan? z + 1, entdo use a substituicdo u = tan .

Se n par e m impar, use sec? z = tan” z+1, tan® z = sec’ z — 1, £ tanz = sec’ z,

ddx secx = tanzsecz, [tanzdr =1In|secz|+ C, [secxdx fln\secx+tan:c| +C

e, possivelmente, integracdo por partes.

Ex.: /tan3 zsec’ xdx = /tan?’ rsec’ xdx = /tan2 xsect ztanz secx dx =

= /(sec2 x — 1) sec! z tan z sec z dx = (substituigéo u = secx, du = tanzsecx dx)

5

7 5 7
:/(UQ—l)u4du=/u6—u4du:%—%4_0: Sec7z_se(;x+c -

4.7.4 Substituicdo trigonométrica

Se a integral contém um dos termos a seguir, use a substitui¢do dada e a identidade
associada para converter para uma integral envolvendo fungoes trigonométricas. Se
a integral for definida, lembre-se de substituir os limites de integragao!
- b2 = x—% U, b’r? —a? = x = ¢secu,
71' us s
2.,

cos?u=1—sen tan?u = sec?u — 1

)

a2+ 0?22 = z=9%tanu, wue (-%,

sec?u =tan?u+1

[SIE

a=2,b=3

16 16
Ex.: [ ———do = | ————,
/1:2\/4—91‘2 /x2x/22 — 322
Substituicao = = %sen u, com u = [ s 2] dr =3 2 cosu du, logo
V4 — 922 =+/4 — 4sen? u=/4cos? u=2|cos u| = 2 cos u, pois cosu >0 se u € [—g, g]

. 16 16 2 16 cosu
Assim, [ ——=dz = 5 scosudu= [ —————du
22v/4 — 922 (2 senu) . 2cosu 3 3 sen? u cosu

3

12
:/ du:12/csc2udu=—12cotu+0

sen? u
Como = = %sen u, entdo u = sen ! (%x), logo 5
16 2y/1 - 327
WTW dl‘ =12 cot U+O =—-12 cot (sen_l (%Z‘))+C = _12T+C
V4 — 92 N )
= —437% +C Obs.: cot(sen~!z) = oo pela tabela na p. 6. |
x T
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4.7.5 Fragoes parciais Pl)
x

O método das fragoes parciais permite determinar / 0@ dz onde P(x) e Q(x) sdo
x

polinémios e o grau de P(z) é menor que o de Q(z). (para o caso em que o grau é
maior, ver o fim desta se¢io)

Fatore o denominador mais completamente possivel e encontre a decomposi¢ao em
fragoes parciais da expressao racional. Integre a decomposicdo em fragoes parciais.
Para cada fator no denominador, construa os termos na decomposi¢ao de acordo
com a tabela a seguir.

fator em Q(z)  termos | fator em Q(x) termos
A Ay Ay Ay
b b)* et ——
ar+ ar +b (az +) ax+b+(am+b)2+ +(am+b)k
Ax + B Az + By Apx + By
24+ _— 24+ b
v br e azr? +bx +c (a2 + bz +c) ar?+br+c (az? + bx + )k

3 — 22 +4x 44
Como z = 1 é raiz de 23 — 22 +4x +4, entdo £ —1 é um fator do polinémio. Dividindo
23 — 22 + 42 +4 por x — 1, obtemos 22 + 4. Logo, 2° —2? + 4z +4 = (v — 1)(z2 +4).

2
1
Ex.:/ Tx* + 13z

722 +13z 722 +132 A Bx+C  A(@?+4)+ (Bx+C)(xz—1)
Bz +dz+d (x—1)(z244) To—1 ' 2244 (x2+4)(xz—1)
A2 +4A+ Ba? —Bx+Czx—C _ (A+B)a?+(C—B)z+ (44— C)
- @+ @ 1) - @+ 0 - 1)
As fragoes devem ser equivalentes, logo 722+ 13z = (A+ B)2?+(C— B)z+(4A-C),
0 que nos d4 o sistema: A+B=7 C-B=13 4A-C=0
A solugao do sistema é A=4, B=3, C =16, logo

72?4+ 13z A Bz +C 4 3z + 16

/$3—x2+4x+4:/x—1+x2+4 e m+x2+4dx:

4 3z 16 3 x
dz=|4ln|lz — 1|+ = ln|z® + 4|+ 8tan~ ' [ = cn
/x71+z2+4+x2+4 v=|4lnfz = 1]+ 5 nfe + 4] + 8tan (2)+

P

QESE%’ o grau do numerador é maior do que o do denominador, divida
x

P(z) por Q(z), obtendo um quociente g(x) e um resto r(z), ou que implica que

gg;g =gq(x) + CS((Z)), onde o grau de r(x) é menor que o grau de Q(z).

A integral / q(z) + g(:v)) dz geralmente pode ser facilmente determinada, ja que
x
r(z)

o quociente ¢(x) é um polindmio e o termo
Q(z)

Se, na fragdo

pode ser tratado usando-se a

estratégia recém apresentada.
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5 Aplicacgoes

5.1 Area (com sinal) entre uma curva e o eixo horizontal

b Y
/ f(z) dz representa a drea com sinal entre f(z) l/*‘\\ x

a
e o eixo X. Acima do eixo a area tem sinal posi- -
tivo e abaixo do eixo, negativo.

5.2 Areas entre curvas

As formulas gerais para cada um dos dois casos principais séo:
y=f(z) = A= fab(fungéo acima) — (fungéo abaixo) dz
x=fy) = A= fcd(fungéo a direita) — (fungdo & esquerda)dy
Se as curvas se intersectam entdo as areas para cada por¢do devem ser determinadas

individualmente. Temos aqui alguns esbocos de situacoes possiveis e as respectivas
férmulas para a area.

y o y=r(x]

fcd f(y) —g(y) dy [7 f(2)—g(x) dx—l—fcdg(x)—f(x) dx
5.3 Volumes de revolugao

A foérmula principal para o volume é fab A(xz)dx, onde A(x) é a drea obtida para
cada valor de x.

Rotagao de y = f(z) em torno do eixo X (método do disco). Cada segmento

vertical de comprimento f(z), rodado em torno do eixo X, torna-se um disco com

drea A(x) = mr? = 7[f(x)]?, logo o volume resultante é

/ @) de

Rotagdo de y = f(z) em torno do eixo Y (método da casca cilindrica).
Cada segmento vertical de comprimento f(z), rodado em torno do eixo Y, torna-se
um cilindro com drea A(z) = 2nrh = 2wz f(z), logo o volume resultante é

/b 2rx f(x) dx
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